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Englisch-französische Titelerläuterungen der in Band XIX, 
Heft 5, der „ZAMM“ (1939) veröffentlichten Hauptaufsätze. 








Karl Wieghardt in Göttingen. 


On the distribution of lit of a simple rectangular wing over the depth. In order to investigate 
this problem, the author uses, instead of the wing, a vortex surface. Then the theory of Prandtl leads 
to an integral equstion which is resolved approximately for certain aspect ratios by assuming an 
elliptical distribution of circulation over the span; in particular, the author studies surfaces of large 
depth. Further he shows that the flow round the wing may be represented with all desirable accuracy 
by some single vortex filaments placed one behind the other. 


Sur la distribution de la sustentation d’une simple alle rectangulalire suivant la profondeur. 
Pour aborder le problöme, l’auteur remplace l’aile par une surface tourbillonnaire. Alors la thöorie de 
Prandtl fournit une @quation intögrale, dont la solution approximative est dövelopp6e pour certains 
allongements de l’aile en supposant une distribution elliptique de la circulation suivant l’envergure; 
l’auteur studie surtout des surfaces de grande profondeur. En outre, il d6montre que le courant autour 
de l’aile peut ötre reprösent6 avec une exactitude pleinement suffisante par quelques filets tourbillonnaires 
s6par6s et places l’un derridre l’autre. 


R. Kappus in Berlin-Adiershof. 


On the theory of elasticity of finite displacements I. The author develops a general theory of 
elasticity permitting to treat problems of elasticity as well as of stability. This theory is non-linear, 
(1) because the conditions of equilibrium are to be fulfilled for the deformed body, (2) on account 
of the non-linear relation between deformations and displacements. Setting out from the fundamental 
equations (i. e. from the conditions of equilibrium), the author deduces the principle of virtual dis- 
placements in its most general form. 


Note sur la ih6orie d’6lasticit6 de döplacements finis I. Dans le pr&sent mömoire, l’auteur döveloppe 
une theorie generale d’6lasticit6 permettant de traiter des problömes et d’elasticitö et de stabilite. 
Elle est non-linsaire, 1° parceque les conditions d’&quilibre doivent être satisfaites pour le corps 
d6öform6, 2° à cause de la relation non-lindaire existant entre les d&formations et les deplacements. 
En partant des $&quations fondamentales (c’est-ä-dire des conditions d’öquilibre), ’auteur r&ussit ä 
deduire le principe des d&placements virtuels dans la forme la plus gönörale. 


J. Lennertz in Darmstadt. 


On the calculation of the characteristic values in the case of axially symmetrical oscillations 
of hollow eylinders. For the coupled axially symmetrical longitudinal and radial oscillations of a 
hollow cylinder the author obtains two series of numbers of vibration. The values of the first series 
approximate the numbers of vibration of the purely longitudinal oscillations of a bar of the same length. 
For the values of the second series a sufficient approximation is given by those numbers of vibration, 
which are obtained for purely radial oscillations of the hollow cylinder, supposing the length of the 
cylinder to be sufficiently large. 


Sur le calcul des valeurs propres pour les oselllations symötriques par rapport & l’axe de 
eylindres ereux. Pour de telles oscillations longitudinales et radiales couplöes l’auteur deduit deux 
diverses a6ries de nombres de vibration. Les valeurs de la premiöre sörie se rapprochent des nombres 
de vibration des oscillations purement longitudinales d’une barre de la m&me longueur. Pour les 
valeurs de la seconde s&rie on obtient une bonne approximation en se servant des nombres de vibration 
des oscillations purement radiales du cylindre creux, & condition que sa longueur soit suffisamment grande. 


K. Klotter und G. Kotowski in Berlin-Adiershof. 


On the stability of the movement of a pendulum with an osclllating suspension point. The 
authors make a critical examination of the hitherto known methods used for the calculation of the 
movement of a pendulum with an oscillating suspension point and for the inquiry of the stability of 
its positions of equiljbrium. Starting from amplified suppositions they integrate the equation of the 
movement. The former statements about the course of the movement and especially about the stability 
are partly improved, partly completed. 


Sur la stabilitd des mouvements d’un pendule dont le point de suspension est soumlis & un 
meuvement oeeilintelre. Les auteurs font une #tude oritique des möthodes appliqubes jusqw'ici à 1a 
recherche du mouvement d'un pendule fizö A un point de suspension oscillant et au calcul de la stabilit6 
de ses positions d’&quilibre. Ils intögrent l’&quation difförentielle du mouvement aprds avoir amplifi& les 
suppositions. Les &nonces antörieurs sur le mouvement et surtout sur la stabilit& sont en partie 
rectifiös, en partie complötös. 
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HAUPTAUFSÄTZE 


Über die Auftriebsverteilung des einfachen Rechteckflügels 
über die Tiefe '. 


Von Karl Wieghardt in Göttingen. 


Il. Mehrere Wirbelfäden. In der Prandtlschen Tragflügeltheorie ') wird der Flügel dureh 
einen tragenden Wirbelfaden ersetzt, dessen Zirkulation über der Breite veränderlich ist. 
Auf Grund dieses Ansatzes wurde zunächst die „erste Aufeabe der Tragflüzeltheorie*, zu einer 
gegebenen Auftriebsverteilung die Gestalt des Flüzels zu ermitteln, gelöst. Dann wurde von 
Betz’) das umgekehrte Problem, die „dritte Aufgabe“, zu einem gegebenen Flügel die Auf- 
triebsverteilung zu bestimmen, gelöst, wobei die Reehnung für kleine Seitenverhältnisse ein- 
facher war als für große. Für die letzteren fand Trefftz°’) eine Näherungslösung. Damit 
war die für die Praxis wichtigste Frage, wie die Flügelkräfte längs der Breite verteilt sind, 
beantwortet, 

Die Verteilung über der Tiefe wurde dabei aus der Theorie des unendlich langen Flügels 
einfach übernommen. Die von Birnbaum®) veröffentlichten Aekermannschen Formeln. 
in denen der unendlich lange Flügel dureh eine ebene Wirbellläche ersetzt wurde, gestatten 
wegen ihrer linearisierten Form auch eine Übertragume auf den endlichen .Tragflügel, die 
Blenk°) für den Rechteckflügel durchgeführt hat. Da in dieser Arbeit eine Reihenentwicklung 
nach 5b/t benutzt wird, konvergiert die Rechnung aber nur für große Seitenverhältnisse. In 
der vorliegenden Arbeit sollte nun für den” einfachen Rechteckflügel eine auch für tiefe 
Flügel brauchbare Näherungslösung gefunden werden. 

Kine andere Methode, die Auftriebsverteilung nach beiden Dimensionen (Breite und 
Tiefe) zu untersuchen, fand Prandtl°) in der Rechnung mit dem Beschleunigungspotential. 
Diese Methode setzt aber voraus, daß man die Potentiale für eine passende Reihe von Quell- 
belegungen der ebenen Fläche besitzt, die die Horizontalprojektion des Flügels darstellt. Die 
erste Anwendung machte Kinner’) in seiner Arbeit über. den Flügel mit kreisförmigem 


") Diss. Göttingen 1938. Meinem hochverehrten Chef, Herrn Prof. Dr. L. Prandtl, der mir die Anregung zu 
der vorliegenden Arbeit gab und mich bei der Durchführung wesentlich unterstützte, möchte ich aueh an dieser Stelle 
meinen herzlichen Dank aussprechen 

I), L. Prandt]: Tragflächentheorie I und II, Göttinger Nachrichten 1918/19, 

2) A. Betz: 
Diss. (Göttingen 1919. 

3) E. Trefftz: Prandtlsche Tragflächen- und Propeller-Theorie, Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921), 8. 

4, W sirnbaum: Die tragende Wirbelfläche als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen Problems der 
llügeltheorie, Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923), S. 290. 

5, H. Blenk: Der Eindeceker als trazende Wirbelfläche, Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925), S. 36. 

‚L.Prandtl: Beitrag zur Theorie der tragenden Fläche, Z. angew. Math. Mech. Bd. 16 (1936), S. 360, 

', W. Kinner: Die kreisförmige Tragrfläche anf potentialtheoretischer Grundlage, Ing.-Arch. Bd. 8 (1937), S. 47. 


Beiträge zur Tragflügeltheorie mit besonderer Berücksichtigung des einfachen rechteekigen Flügels, 
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Grundriß, da für den Kreis diese Funktionen vorlieren. Diese Methode erscheint aber vor— 
läufie für den rechteekigen Flügel aussichtslos, da eine Entwicklung des Potentials in Reihen 
von vorher bekannten Funktionen für das Rechteek nicht bekannt ist. Deshalb wird in dieser 
Arbeit auch noch mit der Wirbelfläche oeerechnet. 

/ur eenauen Untersuchung der Auftriebsverteilune muß man den Flügel durch eine 
Wirbelfläche ersetzen: man erhält jedoch sehon einen guten Überblick, wenn man zunächst 
den Flürel dureh einige diskrete Wirbelfäden ersetzt, wobei der nötige Rechenaufwand 
wesentlich zeringer als bei der kontinuierlichen Zirkulationsverteilune ist. Denn bei der 
Wirbellläche entsteht aus der Forderung, daß die Komponente der induzierten Geschwindigkeit 
senkreeht zum Flürel gleich der dureh die Anströmune hervorgerufenen sein soll, eine Inteeral- 





* eleichunge: bei einzelnen Wirbelfäden dagegen kann diese 
' G Strömungesbedineunge nur an einzelnen Punkten exakt erfüllt 


werden, so daß man nur ein lineares Gleichungssystem 
erhält. Bild 1 zeigt ein solches Wirbelsystem, für das die 
Rechnung durchgeführt wurde. Damit der Ansatz beı 
wenieen Wirbeln, auch schon bei einem einzigen, möglichst 
| eut ıst, wurde der Abstand des ersten Wirbelfadens von 
- —t = der Vorderkante gleich a/4 angenommen. Denn wie bereits 
aus früheren Arbeiten bekannt ist, wächst die Zirkulation 
in der Nähe der Vorderkante wie 1/y x: der vorderste, 
stärkste Wirbel, der dem Zirkulationsbeitraxr von der Vorder- 
kante bis zu den vordersten Aufpunkten entspricht, liegt 
dann gerade im Druckpunkt des vordersten Auftriebanteils, 











er 3 E * da der Schwerpunkt von Y c/] er hei 8s—= xld lıeet. Die 

* Aufpunkte, für die die Gesamtgeschwindigkeit senkrecht zum 
Bild. Flügel zum Verschwinden gebracht wird, liegen in der Mitte 

zwischen je zwei Wirbellinien und bei «=? -a/4. Der Flügel ist eine rechteckige, ebene 
Platte ohne Dieke mit Jder Tiefe f= na bei n Wirbeln. Die Bezeiehnuneen sind aus Bild I 
zu ersehen. Die Koordinaten des Aufpunktes A sind #=* und y*. Dann berechnet sich nach 


dem Bıot-Savartschen Gesetz die dureh die gebundenen und freien Wirbel in A induzierte 
(deschwindigekeit senkrecht zur = y-Ebene folgendermaßen: 





/ 2 
n ö d I" (4) 
. "20 I ;(y)dy 7 dy dy 
r' ‘ I ” | ’ J 1— 
= alte Aa) Varta Wyy 
1 J, |» I, /» 


- dl TR 2 ge JF 
199 Y dy > 


| \ I dl, | 





Das erste Integral, das von den gebundenen Wirbeln herrührt, ergibt nach partieller Inteeration: 


\ (Y 7") dl;(y) 
r E = - * — a, 
X; | x r(y y) I,» X | x ty yr d Y : 


(H N); 


h 
Der erste Ausdruck verschwindet, da am Rand die Zirkulation gleich null sein muß, /'| + 0. 


Man erhält also für w ;: 


7 Ph , 
| ka "d I; () | / 2, + (9 24” )° 

Le N \ PT Zn J YI\ay —V—— 

I | dy yy we; 

; ' i D; . d l;(y) j i * 

Da /; (op) von der Mitte der Platte nach dem Rand hin abfällt, ıst ig 0 und folglich 

IE 
w,;>0®. Aus der Bedingung w,=Vsina erhält man bei m Aufpunkten m Gleichungen 
w,.=—w., = +04 sina. Man kann daher entweder dieselbe Zirkulationsverteilung 


über der Breite, etwa die elliptische, für alle a = m Wirbel annehmen, oder für die Zirkulations- 
verteilunge eine Reihenentwieklung mit r unbestimmten Koeffizienten für n = m/r Wirbellinien 
ansetzen. 

Zunächst wurde ein Beispiel nach der zweiten Methode gerechnet. Dazu wird erst 
foleende Koordinatentransformation ausgeführt: 
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I, l, r 7 
Y 5. ecosq, y = 00809"; 20; ge” 2% z Ö;, 
I l, 
sodaß - = yo entspricht m=9-°0. Dann lautet Gl. (la): 
[7 T 
| \ * | | | 0;” +- (COS 9 COS "|. d / j (9 ) / 
m; s 1. 4 JJ 6 
I ah vos qg COS q 0); da l 


Für die einzelnen /;(y) wurde ein trigonometrisches Polynom angesetzt, das nur die 
sın(2»—+1)a enthält, da ja zur Flügelmitte symmetrische Verhältnisse angenommen waren: 


N; (y)=T;sinpy(l+a;’sina+ta;”sinda), also für jede Wirbellinie je drei unbestimmte 
Koeffizienten /};, a; und a;"®. Dann ist 
l l l 
d NM; (op) . . . . 
Fu N; cos pa —+ 2a; sın q cos « - 1: 608 sim 30 -3 a; sın ga cos 30) 
dq in / 0; / / / ee A / ey). 


Setzt man diesen Ausdruck in die Gl. (2) ein. so erhält man: 


| Fi 
\; /5 J A— 0, 1, (0;. COS q" ra,” 1. (0;, EN, I ze. a 


ar I 7 / 


die Funktionen f, und f, sind aus Integralen zusammengesetzt, die sich alle elementar be- 
rechnen lassen. Das Integral J, das auch von 9; und cos g* abhängt, ist im einzelnen Fall 


numerisch oder graphisch zu ermitteln. Es lautet 


COS ( da — (COS — 608— 9— 
/ / 2 "Er / / \ 
J - | 0; (COS 9 COS 7 5 2 — == 6089 da ' T O;, 
)c0sSg COS Ö; = | 0; - (vos q cos ꝙ) 
ı) 9 


für 9; und eos y* >0; durch diese Umformung ist die Singularität bei y—>9y" beseitigt. Da 
für jede Wirbellinie drei unbestimmte Koeffizienten vorgesehen wurden, kann die Strömungs- 
bedingung für je drei Punkte zwischen zwei Linien und für drei Punkte bei — alt er- 
füllt werden. Wegen der Symmetrie kann man 3» verschiedene Punkte auf einer Flügel- 
hälfte wählen, für die entsprechenden Punkte symmetrisch zur Mittellinie der Platte ist dann 
automatisch » ;, = Vsin«a erfüllt. Insgesamt wird also die Strömungsbedingung für 6n Punkte, 
bzw. falls je einer der drei Punkte auf der Mittellinie liegt für 5n Punkte, genau erfüllt 
Der zeanzen Rechnung liegt die Hoffnunz zugrunde, daß im Mittel auch in anderen Punkten 
der Fläche wenigstens angenähert w , x V sin a, und daß das singuläre Verhalten von ww, längs 
jedes tragenden Wirbels auf die näherungsweise Berechnung der Zirkulation keinen allzu 
starken Einfluß ausübt, obwohl es aerodynamisch nur so zu rechtfertigen ıst, daß man sich 
die Platte in einzelne, hintereinander liegende Flügel ersetzt denkt, die durch die Wirbelfäden 
dargestellt werden. Die Wahl der Anzahl der Wirbellinien » bleibt aus praktischen Gründen 
sehr beschränkt, da die Anzahl der Aufpunkte nur linear mit », die erforderliche Rechenarbeit, 
das System von 3 n Gleichungen aufzulösen, jedoch wesentlich stärker anwächst. 


Zahlenmäßig durchgeführt wurde folgendes Beispiel: n t, p* = 30° (150°), 60° (120°) 


’ vi ’ t W 
und 90° (Mittellinie); mit b=4a, das entspricht also einem Seitenverhältnis von 4 3 | 
+) 5 *7 
(s. Bild 2). Für die vier Werte Tr die d; annimmt, und wegen der Symmetrie nur 


für drei Werte von cos y* ist das Integral / bestimmt worden (1 (+9;) IC 8;)). Bei g" 90" 


ergibt sieh für / ein elliptisches Integral zweiter Gattung. Aus den f,(9;, cos y*) und f,(9;,, cos y”) 
ergaben sich die Koeffizienten für ein Gleichungssystem von 12 Gleichungen, das durch das 
gewöhnliche Eliminationsverfahren mit der Rechenmaschine aufgelöst wurde, da es nieht dureh 
Iteration gelöst werden konnte. Da dabei nur mit fünf Dezimalen gerechnet wurde, stellte 
es sich nachträglich heraus, daß diese Genauiekeit zur Bestimmung der letzten drei Unbekannten 
nicht genügte; die Zirkulation des hintersten Wirbelfadens konnte deshalb nur durch Extra- 
polation geschätzt werden. Für die übrigen Zirkulationen ergab sich: 


I", =+0737,bVsina I, = +0.116,5b V sin a I’, —=+0.058,,b Vsin a 
— 0.136, Me + 0,564, a. - 0.245, 
Er 0,005. 0, 0.001, 0, = VOGT, 
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Bild 3. Zirkulationsverteilung der vorderen drei 
Bild >. Wirbellinien bei x=E/16, 5#/16, 9/16; / l. 


> 


Diese Zirkulationsverteiluneen sind in Bild 3 aufgezeichnet. 


bi I) JI \ \ ' 
Integriert man über die Breite: oV , \/;(g)sing dag oV- N\—- + a a”), 


so kann man dies nach dem Kutta-Jukowskischen Satz als die Auftriebsanteile der ein- 
zelnen Streifen des Flürels (der Tiefe nach) auffassen, Der Auftrieb verteilt sıch danach 


foleendermaßen: 


von der Vorderkante bıs 3 1/16: A, 0.512, 6t Ve sin a 

von3/16 bis T E16: Ay = 0.155, 

von 7 t!16 bıs 11/16: Am 0. 05564 

von 1116 bis zur Hinterkante: Ay = 0.02 
Der Gesamtauftrieb ist A dA 0.72,0obtV”sina und der Auftriebsbeiwert ec, = A = btV”? 

I.d4i,sina. Das Moment um die Vorderkante ergibt sich als Summe der Momente der ein- 

zelnen Streifen: M “m ı +5 A, +9 Ay +13 Ay) also der Momentenbeiwert c,, = 0.24, sin a. 
Die Lage des Druckpunktes erhält man aus s * O.IGG. wobei s der Abstand des Druck- 


punktes von der Vorderkante ıst. Sehließlieh kann man noch für die vorderen dreı Wirbel 


;,(y)sinydag 


den Völliekeitsfaktor r; =, Ä a N ermitteln: vv, =, =D; u =D. 
Zt + { — 


— — 


Da der Völliekeitsfaktor für alle Wirbel nahezu gleich /4=0.78,, Ist, so erscheint es 
) ! b Re 

weniestens für tiefe Flügel, also beı kleinen Seitenverhältnissen / eerechtfertiet, für alle 
Wirbel von vornherein elliptische Auftriebsverteilung über der Breite anzunehmen, um so die 
Reehnune wesentlich zu vereinfachen: daß diese Annahme nach dem oben berechneten Bei- 
spiel für die hinteren Linien nieht ganz zutrifft, spielt wegen des starken Abfalls der Zirkulation 
nach hinten keine große Rolle. 

Da bei elliptischer Auftriebsverteilung für jede Wirbellinie nur ein unbestimmte 
Koeftizient. nämlieh die Zirkulation 7}; in der Mitte der Platte übriebleibt, kann die Strömunes- 


beilineunge m ,; sina auch nur in einem Punkt (und dem zur Mittellinie symmetrischen) 
zwischen je zwei Linien und bei «== 154/16 erfüllt werden. Deshalb werden die Aufpunkte 
auf der Mittellinie und in der Mitte zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Linien und der 
| - | | i 
letzte bei = 15 #/ 16 angenommen. Dann wird 4" 0, .” ‚ @@,; + #% +1), für den hintersten 
— ! 3 264 I) , \ 8 5 
Punkt .r I» 7/16 und .r,; EI Eee = ‚wobei »n die Anzahl der Wirbellinien 
u N or N un 
v\ dl;(y) I; y 
bedeutet. Führt man nun 7,;(y I; 1-15]; — ın Gl. (la) 
h2 dy ' h\2 | y\ 
1 \(b 59 
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ein, so erhält man für die im betreffenden Aufpunkt induzierte Geschwindigkeit: 


E +b 
| ’ . (" | or . + - 
1 | 12 Zu (1 a I ldy 
LO —— 9 ir 
| | 1,5) 
7 
N biz 
| Bi I 2 ty 
J N I" — ee 5 ‚dy‘ . 
Pr: 5 © [N 
| | b/2 | 
y 
ii h — ——— 
Das elliptische, zweite Integral wird dureh die Substitution 9, eos y auf die Normalform 
reduziert, so daß sich ereibt: 
| v 2 | 77 gt —ı (h/2)? hi» 7 
w ’ —W  V#i | E\ ur Deo] Tree 
TO, 2 Ab V%; r (0/5) 8 


| 


dabei bedeutet E das vollständige elliptische Integral zweiter Gattung Elk,-, | \y1  A°sin’ydy 


mit dem Modul # Diese Funktion ıst z. B. in Jahnke-Emde: Funktionen- 


5 —+ (bI2)° 

tafeln tabuliert; sie hat folgende Grenzwerte für k=siny, V=-k-1, 0g 5 und in deı 
. . . ze JT , IT 

obigen Gleichung für & I; 0.5 E\y, 5 1. 


Der Ausdruck, der in Gl. (4) ın der Klammer steht, bildet die Koeffizienten für das 
lineare inhomogene Gleichungssystem für die a Unbekannten 7, 7,,../,; bringt man 2b 
auf die rechte Seite, so lautet diese für alle Gleichungen wegen der Forderung ww, \Vsin «a 
2b Vsina. Die Koeffizienten der Hauptdiagonale sind alle gleich, ebenso die in den einzelnen 
Schrägen von links oben nach rechts unten, So lautet das System z. DB. für 4=6, 

l; 3) Dh 78 


n t, also «; + et tg tg foleendermaßen : 


16.346, T — 14.346, /, 1.250, 1, 2.284,1,=2bVsina 


6.250, 7’, -+ 16.346, 7, — 14.346, 7, 1250. /,=2bVsina 


| 


t. 2854, 7, + 6.250, 7, + 16.346, 7, — 14.346, 17, =2b Vsin.a 
3.470,1,+ 4284, T,+ 6.250, [,+16.346, 1,=2bVsina 
mit den Lösungen 
I, =1.334,tVsina I, 0325,12 V sin a 
# = 0,555, V sın a * 0.479, EV sın a. 


Die Auftriebsanteile anf die vier Streifen des Flüzels sind: 
A) =1048,btVsına, Ay=0455,bEVsina” Ayn=0257,btVsına, Ay=0.4140,btVsin a 


lie Beiwerte 


» 
( (dd 1 


3.16, sina, c„=0.i5,s5in?a, c„4h=0.%, sin a 


und die Entfernung des Druckpunktes von der Vorderkante s = 0.24, f. Ein Vergleich zwischen 
den Resultaten dieser Methode und denen der Wirbelfläche wird im dritten Abschnitt gezogen. 

Noch einfacher ist der Grenzfall der obigen Anordnung für » 1. Man rechnet dann 
mit einem Wirbel mit elliptischer Zirkulationsverteilung über der Breite im Abstand #4 von 
der Vorderkante; der einzige Aufpunkt liegt bei #=3/t#. Der Druckpunkt liegt dann ent- 
sprechend dem Ansatz immer bei s = f/4, was für größere Seitenverhältnisse, etwa von >93 
ab, eanz gut zutrifft, wie die Rechnung mit der Wirbellläche zeigt. Die Zirkulation und die 
Beiwerte kann man in diesem Fall allgemein explizit aufschreiben: 


>LVsın a Tisın cd | R | 
I .) / N : Ca -) ) 7 ’ er l nl Cm N Ca 
I + — Ii-47 - I+ — I+4#1 * 
a‘ vi 7 >) | a | pi -/ >) 
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\lan erhält also hier für e, beı unbegrenzt wachsendem Seitenverhältnis einen Grenzwert: 
1 , : ’ . 2 
lim«— sul aus der Potentialtheorie ergibt sich dareeen für den unendlich breiten 
>» 2 
Klürel ı > rsına. Dieser Unterschied läßt sich aber mühelos daraus erklären. daß oben ellip- 
tische Zırkulationsverteilune (also Völliekeit z/4) anzeenommen war. Nach Betz wird nun der 
\ölliekeıtsfaktor für rechteckiee Flügel mit wachsendem 7 immer erößer bis zum Grenzwert 1 
für > \lultipliziert man deshalb mit 4/7, so ıst in der Tat lım e, (e„) 
A — 4 
Es ıst nun einfach, diese Methode noch zu verfeinern, indem man für /'(y) ein Polynom 
h, . . 
insetzt: y -cosg, I (g) = I 'sing(l-+a,sin« a,„sınnaq Man erhält dann wieder 
(3 ‚), diesmal nur für eine Linie mit d | also ohne Summenzeichen. Der Widerstand 
If /, / / | \ | Il 9) n 
vırd aus \ \ (y)n sınyg da“ wo m — a1 ermittelt 
) —2 r I, COS OS ( / da z ’ 
häl IE. . & in Ai Beimial | 
N an erhalt dl Ad ı den e]lspleien Wurde angese - 
IR ( . 214 EISP | ırde an etzt: 
/ / sın (1 (t.Sıl 30 . tl) «las entspricht Y, I). Y, | 
{ { { — 
* 7 
> I) >» * 10 >» AS >» ABII >» 
4 \ 8 | 
1/7 0. 8B, Sin 041-siı 0,22, sin 0. 785 
1.01, 8 X TS, sin? 0.4), sin VOTE, 
t 1.2 > Ssın ( 0.95 811 1.05, sın (I 88— 





4 4 \\ 
\ * an a \\ 
er Auftriebsbeiwert ist in Bild 4 über dem Seitenverhältnis aufgetragen. 
laß die experimentell zefundenen Auftriebsbeiwert« nach 


ıneenähert werden 


(dieser 


Wirbelfäden 
Krhöhune der Genauiekeit dureh Vererößern 


Il. Wirbelfläche. Da bei der Methode der diskreten 
fi rune der Auftriebsverteilune und damit eine 
ch \nzahl der Wirbellinien weren der damit verbundenen 
eeschlossen Ist, wurde der Grenzübereane n x 


mörlıchst 


ıhr 


im Einzelfall 
/ırkulationsbeiıträge 


reine Rechenarbeint zu 


einzelnen und 
1 

J 1 lal 
1 1 r ] | Be 4 
Nächenhaften Zirkulation r. 


VWV dr 


ler Fläche dıe Geschwindiekeit: 


1 * r J. 
J2 die Zirkulationsverteilung 


1 

r 
| } 

1 ı I, 


1 


induziert entsprechend Gl. 


beschränken. 
eemeinsamer Abstand 
tlächenhaft 

ist Zirkulation pro Tiefeneinheit 


Man ersieht daraus, 


einfachen Reehnune zut 


eine weitere Ver- 


Rechenarbeit praktisch aus- 


ausgeführt und versucht, dureh analytische 


Vererößert man 


kleiner. 


Fr. 
Immer 
dlieser 


infinite- 


Dimension 
Kın 


Die 


also ECM/SEC. 


Ist. 


(1) in einem beliebigen Aufpunkt auf 


| N I l 1; Ta | | r B.0 J My 
3 \ dy \ . — dz|l - dr: 
h r' } 4 i | 7 11 Zi { — ] op a —— (11 „ )” N 
bei ıst so klein anzeenommien. daß sin’a 0 und eosa> |] gesetzt werden kann: exakt 
itltie wäre die Gleiehune dann. wenn die freien Wirbel in Richtung des Flügels abgıngen. 
| 1 
Nach partieller Integration des ersten Integrals erhält man wieder wegen y|z#, et 
| I] (a r — lı 10y(2,9) 
} \vir\ > ’ - - d „Hl, 
N ) j } „ 7 H 7 ( 4 ' 
S svorgäng K J n. VDI-Sonder 
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Die Forderung ww , = Vsin«a ergibt nach der Kordinatentransformation 

“ t2(1 +E) | Sy J. 0 "pP | \OY(&,n) z 

i \ \ z - . dsdı ImıVsına . - (.)). 
„ h/2 3 \ (© 5980 9 , J 0 
x 
i un OYy(s,n) 
Das ist eine zweidimensionale lineare Integralgzleiehunge erster Art für - . Weren der 
0 1 
Singularität des Kerns ım Aufpunkt für . konnte diese Gleichung selbst näherungsweise 
/ >| 


’ 


nicht gelöst werden, «la das gewöhnliche Verfahren, den Kern durch ein Polynom anzunähern, 


Stetiekeit voraussetzt: auch die besondere Eigenschaft des Kerns, daß er nur von (& =*) und 
7 ") abhängt, konnte nicht für ein Lösungsverfahren verwertet werden. 

Ks bleibt daher nichts weıter übrıg, als durch eine aerodynamisch sinnvolle Annahme 
die Inteeraleleichunge zu vereinfachen Es wurde deshalb angenommen. daß die Zirkulations- 
verteilune über der Breite für alle £ dieselbe ıst. Dadurch wird die Ordnune der Integral- 
eleiehunze erniedrigt, die Strömungsbedineune kann dann allerdınes nicht auf dem ganzen 
Flügel, sondern nur auf einer Geraden 7" const erfüllt werden. Aus naheliegenden Gründen 
wurde elliptische Verteilung über der Breite und 7’ 0 angenommen, d. h. die Strömungs- 


bedingzunz soll auf der Mittellinie der Platte erfüllt werden; für diese Aufpunkte der Fläche 
wird dann ® ,=Vsına verlangt und erwartet, daß sıe für andere Aufpunkte davon nicht viel 


) 


verschieden Ist. 


Mit y(£&,» y(&)y! N’, —— 1 ) und *0 vereinfacht sieh die GI. (5) 
I 
foleendermaßen: 
/ J | | r 2 
\ Ya = = dı IrıVsına: 
| (& Hr 7 ] | ) 


bei der Integration nach » erhält man wieder ein elliptisches Integral 


\' = r = : (zZ - “ J | 4 SI / dq, ram 7 COS 


FE — y(£)d - I r/Vsına’). (65). 


Damit ıst Gl. (5) auf eine eindimensionale Interralzleichune reduziert: der Kern ist allerdines 


komplizierter geworden, die Singularität für 2>£* besteht natürlich noch immer. Zur näherungs- 


weisen Lösung dieser Gleichung wird nun für y (£) eine abgebrochene Reihe von Funktionen 
angesetzt, die schon Biırnbaum benutzt hat: 


| & 2 
9=A,V, ,vi-®+iA:fi -2+A4eyi-: (7) 
3 > ‘ | L o U | gr [r nit eliel ] (; dlı ef seh zur 
\ I = 8 1 I ler] it 3 J 6 ‚ Im 
j 
| u —— 
I) 
Für d ! — zibt sich b ‚tischer Zir teilung er Breite ı 
! 
. | / 
4 / \ d 
| ) f 
Diese 6 g gr \ ‘ gr ] ve] herungsweise N I (11 7 > 4 
8 ( = I ir ( | ı]i ] mit Cy Cy 811 








* 
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Die vier unbestimmten Koeffizienten A,, A,, A,. A, werden so bestimmt, daß die Integral- 
oleichung an vier Stellen &, bıs &, erfüllt wird. Da der Kern / enthält, muß jedesmal für 
ein bestimmtes Seitenverhältnis gerechnet werden. Die Integrationen müssen wegen des 
komplizierten Kerns graphisch oder numerisch durchgeführt werden. Der Gang der sehr 


umständlichen Reehnung ist also foleender: 
Zunächst bereehnet man für eıne Reihe von &. Werten (von | bıs -1) die vier Grund- 


funktionen y,,y,,y, und y,; dann für dieselben Argumente bei einem bestimmten 4% die Kern- 
funktionen % ( =) für die vier Aufpunkte. (In den durchgeführten Beispielen ist £,' - 
| | . 
(). —-. 5 l; dann gilt wegen k(— *,— J=k(*,DH+n, k(-05,5 
0.5: r.) Jede dieser Kernfunktionen wird mit Y (HD, Y2(H),Y (HD, Y,(E) multipliziert: 
! ) Mu si. I k(& B) Yıla) 
Er / ———— i. (£&) kKi&.,£)y,1(£) 
I. (ek lE”, Ay, ie) usw, bis 
i k(E*, &y,(&) | ut) ehik,, Dr, 


Diese 16 Funktionen müssen nun graphiseh oder numerisch, etwa nach der Sı mpsonschen 


Rerel. inteeriert werden: 7} 3 (5) d45. Da die (SF*, 5)) und damit auch die i (&) bei Ee>& 


unendlich werden. muß man bei & eine Umeebung &*—-e<i<f 


Cauchyschen Hauptwert für \©(S)dS näherungsweise analytisch be- 


H& bei der Quadratur aus- 


schließen und den 


stimmen Schließlieh hat man in den /, die Koeffizienten für das lineare inhomorene 


Gleichungssystem: 


{ 
1 


——— A, 2nxAVsına, für vu=0,1,2,3, 
' 
aus dem die A,„(/) ermittelt werden: hiermit wird dann y (4: En)= 2: A,(A)y, (Jyi—n? 
| 
| —— ” ER — | | 
\uf diese Weise wurde die Zirkulationsverteilung für die Seitenverhältnisse / = J und 


| bestimmt. 
Für größere Seitenverhältnisse, und zwar für 4>2, sind die 16 graphischen Quadraturen 
sondern können angenähert analytisch durchgeführt werden. Dazu muß das 
/ 


nieht nötıe, 


elliptische Integral für 45° <g=.%" angenähert werden; da sing > — und |&*-£|<2, 
Arie er 
ist für >29 15" das kleinste vorkommende Argument. Für diesen Bereich wurde 
| 7\ ER * 
E\., „| ersetzt dureh F .r, — 1430.—4 pl x”, (Zunächst war angesetzt worden E æ, 5 
— ' ’ — 
145—V—— ; dann wird die Rechnung aber wieder so kompliziert, daß 


keine Erleiehterung gegenüber «der vorızen Methode erzielt würde.) Dadurch wird E mit 
einem Fehler dargestellt, der bei 4 19°" rund 3"/o beträgt, ungefähr bei 9=80° den 
crößten Wert + 3.6 °/o erreicht, und dann mit 7>%" nach null abfällt. Für 9 =" stimmen 


7 
dEl., | 
aueh die ersten Ableıtuneen überein: Lım —_ ©, ebenso wie 
>|] TE 
IE| ei 
{ A |” ; 
| 2 SING 
Lım Lam \ - „ do ©. 
>11 dr >| ] | 2° SINn" Q 
"ür >» kann man nun die Wurzel ın eine Potenzreihe entwickeln. die für alle E* kon- 
vereiert,. da 5 > 3. Mit 
l - |< 5 A ef A — 
| IS = 0. 
(8 F 2 \ / (S &)° >) A (£ &) 
und 
* - we e\4 u — 
Parts N Ze Eee 
I / 8 16 
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wird aus Gl. (6): 


-\10.4 sien (*—- +, )y(Sode=2n/Vsina. 
1 
Setzt man jetzt wieder nach Gl. (7) y (£) ein und integriert, so erhält man auf der linken 
Seite für die Koeffizienten von A,, A,, A,, A, folgende Funktionen von A und &*: 


Ei; Bern 5** | 5 | . | 15 3 Fe 15 3 | 7 
PAR T Cr an a: 1 er sig Tia:’z — —* I— 
Be ul 64 45) 644 16 4 | 1284 136 37) 
v | | 5 IT \ 92 Bi 
At, — {4 2S0),, (are sın & PFYE. 
\ L/ 64,7 256 4* >) * 
* 5 | | 3— 5 7 
AM — * —4 —— en ni — &" 
. 324’ 644° 163) | l/ 64 4* 2610) 
O. 140, (are sin * -à 51-65*2) 
u DE ; 3 5 9— | | 5 
2 7 . —+ 14 — — 186" - 
’ ) 128 4° 644° 198 5) 2 167 128 / 2018 7°) 
0.093,, (1 — ę 
Zu 3 > \ / | | 25 
Fi (,E a rd — J — + 5 
128 A° 644 128 4° 2 167 128 4° 2048 4* —16 
0.035, (are sın - Ey 1— &?(1— 2) 


Man nımmt nun wieder ein bestimmtes / an und bereehnet für vier Aufpunkt« 


| | | | 
\benutzt wurden auch hier &*, = Bra, F= und £&/’ -1} die 16 Koeffizienten 
' 
für das Gleichungssystem I: F,(&u*) A,=2a4/Vsina für «1,2,3,4, aus dem dann die 
A,, A,, JA,, A, zu ermitteln sind. Auf diese Weise wurden die A, für =6 und 4=2 be- 
rechnet. Für 4==2 ıst diese Rechnung streng genommen weniestens für &,*--1 nieht statt- 


1 
haft, weil die für die Wurzel angesetzte Reihe (bzw. das Polynom) im Grenzfall2> 1 nieht 
mehr konvereiert. 

Schließlieh wurde G]. (6) auch für die beiden Grenzfälle 7>x und />0 betrachtet 
/ 7 


Für den unendlich breiten Flügel, 5,1», wird ir + (& s,9)} gleich 1 und die 
a n a pa 
— a — * | . 
Gleichung geht über in \ 6) 4345-20 Vsinoco. Setzt man den obigen Ansatz für y(£) 
1 
| . a — | | | 
ein, so erkennt man leicht als Lösung y(&) = 2V sin a .,„ also die aus der Potential 


theorie geläufige Verteilung. Da mit >%x die Verteilung über der Breite in y (7) = const 
übergegangen ist, erfüllt diese Lösung die Strömungsbedingung an jedem Punkt der Fläche. 
Dasselbe Resultat erhält man auch, wenn in der Lösungesmethode für 1>2 die F, (4, &*) für 
sehr große 4 betrachtet werden und man dieses System ausrechnet: es ergibt sich dann auch 


u. — 
4,=2, A. ⸗A, —A,0. Der Auftriebsbeiwert wird danach e„==, sina und der Momenten- 
m” } = 6 
beiwert ec, ssiına, während nach der zweidimensionalen Potentialtheorie e, 27 sina und 
Cm= 5 Sina. Das liegt wieder daran, daß für den rechteckigen Flügel elliptische Verteilung 


über der Breite angenommen war; multipliziert man nachträglich noch mit 4/7, so werden 
beide Ergebnisse identisch. Rechnet man mit einem elliptischen Flügel und läßt >» gehen, 
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o erhält man sofort >asına und e, „sına, da die Bezugsfläche für die Beiwerte 
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Wesentlich scehwierieer ıst der Grenzfall des unendlich tiefen Flürels >». 7>0. 

Ilıer müssen die Koordinaten dureh die Breite, statt wıe bisher dureh die Tiefe. dimensionslos 

, Do. | | | 
vemacht werden: .r 0,0 — U (11. (6) geht dann mit > über in: 
1 | } / | I \ 
\ 4 (ve)de > rVsın“ 
| / / | | $, ) 8 I, 


Nun wurde wieder versucht, für y (») eine Funktion mit unbestimmten Koeffizienten anzu 
etzen. die «dureh die Erfüllune der Intereraleleichune an einieen Punkten "* zu bestimmen 
vewesen wären. Es konnte aber ın diesem Fall keine Funktionenreihe eefunden werden. die 


an der Sauekante #—>0 wie Ip» ansteigt, und mit #>x, entsprechend der Lösung für 


I/f. uneefähr wıe I/r* abfäll Deshalb wurden nur foleende einzelne Funktionen unter- 
| 4 ’ 
sucht (vr) und v,(r) ‚. Da die Integrale wieder nur graphisch oder 
| | } 5 R / | 1 /) y 
numerisch zu ermitteln waren eine Reihenentwicklunge des Kerns kam weeen 0 v”— vd x 
nicht ın Betracht mußte vor dem Einsetzen B, bzw. D, fest aneenommen werden, und 


dann dureh Quadraturen für einige v* AB, vr"), bzw. U (D,v*) aufgestellt werden. Zur Be- 
schränkung des Interrationsintervalls mußte noch einmal transformiert werden: 





| | 
I tt 
| / 144 
Ei} HI \ 
| | | 
RT | 1 lem | 
iL.iB: #"”, 4A) / ‚"Zz 5 
| H H H Bo _ 2 [Zi N 3 
' =-- I+BI || 

| un u „H „H 
Di «der Inteerand wieder an zweı Stellen. nämlich bei « > u” und vw >| (u | entspricht der 
Sınekäante. u 0 der Ilinterkante) singulär wurde, waren die Hauptwerte dort näherunes- 
weise analvtisch zu bestimmen Das zanze mühsehee Probieren hatte aber wenie Erfole, 
dla der Einfluß der einzelnen Koeffizienten zu schwer zu übersehen war. Als Näherune kann 

1.12 5 
man höchstens yv (r Ä — aufstellen; für das Gebiet 0.1. r< beträgt dann der 
> ie 


"ehler Abwind zu V sına rund 7 °/o. der aber nach der Sauekante zu (" <O.J) stark anwächst. 
Der Auftrieb würde danach A 0,595” sın a betragen und der Druckpunkt bei s 0.219 5 


M ve 


Ill. Ergebnisse. Nach den beschriebenen Methoden wurden für fünf Seitenverhältnisse, 

| | 

EEE 

teilung über der Breite berechnet, und für beliebige 4 graphisch interpoliert. Die Ergebnisse 


md zwar fü I.2 und 6 dıe Auftriebsverteilune über der Tiefe beı elliptischer Ver- 


sim] in den foleenden Diaerammen «dargestellt und im Anhang tabellarısch anzeezeben. 
Bild 5 stellt die Koeffizienten für die Zırkulations- 




















funktionen in Abhängiekeit von 4 dar. 4A, wächst 
monoton und hat für große Seitenverhältnisse die 
\symptote 2. Die Absolutwerte der anderen Ko- 
vi effizienten steigen bis zu einem Maximum ungefähr 
— — | 
x (/? X bei / „ und fallen dann rasch nach null ab; A, und 
a | I, sind stets positiv, 4, und d, negatıv. Je kleiner / 
— ist, desto schlechter konvergieren die A, untereinander, 
— — 3 so daß zur Erreichung derselben Genauigkeit wie bei 
| En ‘ . . . . x 3 3 * 
— — oeroßen Seitenverhältnissen eine längere Funktionen- 
ar 
\ A u 2 D b 
or .„ reihe für die Zirkulation anzusetzen wäre. 4, / 
| nat * — zeigt das Anwachsen der Zirkulation in der Nähe der 
> \oel Id en der ıulatıonstunktionen 2 . 2 : ir . . 
für verschiedene Seitenverhältnisse. Sauekante bei festgehaltener Breite ın Abhängigkeit 
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I, | 

von / an, da Lim y (ir) A, — - auch hier Jieet das Maxımum zwischen / und % | 
>|) / | T * 


Der Wert für 1=0 ist offenbar falsch. woraus auch schon zu ersehen Ist. daß die anzerebene 
Näherung für » (r) das Verhalten in der Nähe der Vorderkante nicht riehtigz wiedergibt. Hält 
man die Tiefe fest, und varııert die Breite, so gibt 1, selbst das Anwachsen an, da 


Lim y (2) = A, 


a» \) L 
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Bild ®. Bild 
Zirkulationsverteilung über der Tiefe; !t econst. Zirkulationsverteilung uber der Tiefe: b eonst 
In Bild 6 und 7 sind die Verteilungen der Zirkulation y(&)/Vsina bzw. der Druck 
— Pu Pi T 
differenzen unter- und oberhalb der Platte bezogen auf den Staudruck -v(£) 
i) P 2 — 
= V’sına 


über «der Tiefe aufeezeiechnet. Beı 6 ıst die Abszisse auf die Tiefe bezoren. bei 7 auf die 
Breite. Im ersten Fall fällt der Grenzfall =0 mıt den Koordinatenachsen zusammen. so 
daß die Auftriebsverteilunzen für beliebige Seitenverhältnisse zwischen den Achsenkreuz und 
dem Grenzfall 7 © Jieren. Bei der zweiten Darstellune fällt der Grenzfall 7 © ınıt deı 
Ordinatenachse zusammen; diese Auftragung ıst besonders empfindlich wegen Fehler der 


/Zirkulationsverteilung und läßt erkennen, daß bei =. ein kleiner Fehler anzunehmen ist 


etwa durch Ungenauigkeit einer der graphischen Quadraturen oder bei der genäherten Haupt 
wertbildung. Ebenso erscheint der Grenzfall 1=0 nur als sehr grobe Näherune, da ein 
Schneiden der Kurven miteinander sehr unwahrscheinlich ist. Man sieht jedoch, daß bei sehr 
kleinen Seitenverhältnissen ein weiteres Vergrößern der Tiefe nur gerinzeen Einfluß auf die 
Zıirkulationsverteilunge hat, sowohl ın der Nähe der Vorderkante, als auch wegen des starken 
Abfalls weiter hinten. Besonders deutlich ist das auch aus der Kurve für A/ob’ V? sin «a 
(Bild S) zu ersehen: sie zeiet an, wie der Gesamtauftrieb wächst, wenn beı einem Flügel beı 
konstant eehaltener Breite die Tiefe verändert wird. 

In Bild 9 und 10 sind die Auftriebs-, Widerstands- und Momentenbeiwerte abhängig 
von / gezeichnet. Sie berechnen sieh aus den A,, A,, A,, A, folgendermaßen: der Auftrieb 


19 A 
ist nach dem Kutta-Jukowskısechen Satz 
2 / 
| \a PET TEE TEE EEE 
A o\ { y\; (T, V) 4 8 J ) A,r 5 A: J ae 
I)» M 
| daraus e rl FERTE lox das M lie Vorderk 
und daraus €, iyldır sang: ‚I: analog das Moment um die Vorderkante 
- bj? f 
ee ehrt 
= oO (td De. Ar we LE 9 A, 
u A LE 16 - Auer, (| Es} 
hı» 9 
| —— I, | | 1,\ und schließlich der induzierte Wid | 
mn=7:714,+4,+- 4, - 4, schließlie r rte derstane 
und mie] 7 try 4 ‚) und schließlich der ınduzıeı ıderstan 
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Bild 9. Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte abhängir von 4. 
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ix } ! ve] \\ MET I} Ile hi rı ehnet). U 7) N F 7 j 5 — "2 
/ H- I) ) 
I (Oy(a,y) Iy 
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} Ä 
7 Mi ame) J 
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— — —“ 


— 


— A | l 
wegen der elliptischen Verteilung über der Breite, so daß r, -[A, | A, 4,l, also 
| 14 2° —J—— 
N | | | * — ee Ei | | ’ 
Il 50 1A > I.+, 4,) und damit cu; 16; vl J. 448 A,). Es gilt also auch 
. y . um > . Ct n r . . 
hier (wegen der elliptischen Verteilung über der Breite): “ 74. Wegen der elliptischen 
Cwi 
/irkulationsverteilung ist # fd: multipliziert man daher zur Berücksichtigung der mit / 
| ae , 4 R dca\ _., ; aa Sn ur a a 
steieenden Völliekeit mit "(}), so wächst | | mit >» bis 27. (Der Völligkeitsfaktor 
„T GX 


wurde aus der Dissertation von A. Betz entnommen.) Der Beiwert des induzierten Wider- 
standes steiet zunächst mit wachsendem 4, hat bei ungefähr /=?2 ein Maximum und fällt 
dann. da der Widerstand endlieh bleibt, die Bezugsfläche aber immer größer wird, nach null 
ab. Die Lage des Druckpunktes folgt aus s = (e,„[e.) t. Diese Kurve nähert sich schnell der 
\syvinptote; schon bei 4=3 beträgt die Abweichung vom Grenzwert s= 0.25 nur noch 6° 
(Bild 10) 

Die Übereinstimmung der Ergebnisse der Reehnungen mit diskreten Wirbellinien und 
denen der Wirbelfläche ist überraschend zut. . Schon bei zwei Wirbelfäden sind die Ab- 
weiehungen in den Beiwerten gering, während sie bei vier Linien überhaupt erst für sehr 


tiefe Platten mit 41 nennenswert sind. Für 4=1: a = —0.4"o, Es =—+34° für 
a m 
| | le, | Cm | ze u Erbin 
i=Z: — 1.60, * = +0,00.) Die einzelnen Auftriebsteile auf die vier Streifen 
| der Fläche stimmen nicht ganz so gut überein, z. B. beı 
vier einzelne Wirbellinien: Wirbellläche: 
E \uftrieb von OVbiıs3tl6: O71l1lbhEVsına 0,685 bEVsın a 
31/16 «E16: 0.264 e 0.274 
A #16 — 11916: 0141 r 0.14 
g 112/16 t 20,071 ‚ 0.078 
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Die Zirkulation des vordersten Wirbels fällt immer zu hoch aus, die der anderen zu niedrig. 
Dieser Fehler wird bei der Momentenbildung teilweise dadureh kompensiert, daß für die dreı 


hinteren Wirbellinien, die ja nieht in den Schwerpunkten der Ay, Am- Ar 
Ilebelarme benutzt 


lieeen. zu eroße 
werden. 


Bei beiden Methoden dürfte die Annahme elliptischer Auftriebsverteilung über der Breite, 
dıe bei der Wirbellläche dıe Lösung der Inteeraleleichung erst ermöglichte, dıe erößte K“ehler 
quelle Deshalb erhält man zu niedriee Auftriebsbeiwerte: die nachträgliche 
Multiplikation mit dem Völligkeitsfaktor erweist sieh als nieht zureiehender Behelf. Nach 


sein. auch 


den Drucekverteilunesmessunzen von H. Winter, die allerdings nur für die quadratische 
Platte aufeezeiehnet sind. ist die Verteilune über der Breite an der Vorderkante ungefähı 


elliptisch, weiter hinten dagegen fast bis zum Rand konstant, d.h. also völliger als vorn, 
wobei man natürlich von den /usechärfung 
untersuchten Platte an den 


Randstöruneen absehen muß, die aus der der 


Rändern entstanden sınd. 





Anhang. 
Zu I. Mehrere Wirbelfäden. Zwei Wirbelfäden mit elliptischer Zirkulationsverteilung 
über der Breite bei z==f/S und „= 5#8. 
;—1]2 A, =0.3571 bIEVsına Cu DO sın a 
S 0,161 / 
Ay 0.0277, b EV sın a Cy =0.124 sın a 
/ | A, 0.6132 btEVsın a 7 1.136 sın a 
S V,10SF. 
Ay 0.1050 bEVsın a Cu =0.255 sın a 
i—=E m 0.0410 bLEVsın a Ca 2.369 sın a 
Ss VI>SL. 
Ay 0.2434 bIVsın a c0.540 sın a 
i=6 A 1.1250 bEV sin a Ca = 3.167 sin a 
s— D.346T. 
Ay =0.4557 bEVsın a Cm =0.323 sın a 
Vier Wirbelfäden mit elliptiseher Zirkulationsverteilung über der Breite bei 
> 116, 9116 und 131/16. 
(Wirbellläche) 
A—=112 A, 0.5050 bEVsın a (0.2979) 4-02 sın a 
An 0.0557 (0.0724) C, 0. 379 sın a 
Am 0.0165 (0154 Ca. b.101 sın a 
Ay 0.0058 (0.0067) Ss B.1318. 
/ | A, 0. 8760Vsind (0. 4838) 6; 1.441 sın a 
An 0.1433 (0.1470) C, 0,661 sın? a 
I, 0.0623 (0.0627) Cn 0.265 sın a 
Ay 0.0273 (0.0299) S 0. 1846. 
2 A, V.7l11lbEVsın a (0.6552) 02 2.571 sın a 
Ay 0.2644 (V.2739) C» =0.897 sın? a 
Am = 0.1405 (0.1442) Cn 0.528 sın a 
lv = 0.0710 (0.0782) s 0.2221. 
1—6 4 1.0450 h,FVsın a (1.0068) c, 3140 sın a 
Ay 0.4359 (0.1425) 6 0.754 sın? a 
Am = 0.2576 (0.2525) CH =0.R3sın a 
lv == 0.1406 (0.1455) s 0.245 8. 
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J 0.3966 
I =(0,6169 
J.. = 0.6772 
J 1.4606 . 
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Zur Elastiritätstheorie endlicher Verschiebungen. 
Von Robert Kappus in Berlin-Adlershof 
[. Teil*), 


1. Einleitung. Aufgabe der Elastizitätstheorie ist die Ermittlung der Verschiebungen 
und Spannungen eines elastischen Körpers, wenn dessen Lagerung und Belastung vorgegeben 
sind. Es stehen zur Verfügung: erstens die (am verformten Körper zu erfüllenden) Gleich- 
eewiechtsbedingungen, zweitens das (experimentell zu ermittelnde) Elastızitätsgesetz des be- 
trellenden Werkstoffs, d. h. der Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungsgrößen, 
und drittens der (rein geometrische) Zusammenhang zwischen den Verzerrungsgerößen und den 
Ableituneen der Verschiebungen. Das HKlastizitätsgesetz ıst für die meisten metallischen 
Werkstoffe im elastischen Bereich genügend genau linear (Hlookesches Gesetz). Nicht-linear 
sind dageeen die Verzerrunes-Verschiebungs-Beziehungen. Man erkennt also, daß zwischen D« 
lastune und Verschiebungen auch bei linearem Elastizitätszesetz erundsätzlich ein nicht-linearer 
Zusammenhang besteht; dieser läßt sich jedoch glücklicherweise ın vielen Fällen linearisieren 

In der klassischen Elastizitätstheorie, die sich auf sehr kleine Werte der Verzerrungs- 
oerößen, der Versehiebungs-Ableitungen und der Verschiebungen selbst beschränkt, streicht 
man sämtliche nieht-linearen Terme und erfüllt die Gleichzewiehtsbedinzungen am unverformten 
statt am verformten Körper. Damit ergibt sich das Superpositionsgesetz und der bekannte 
Kirchhoffsehe Eindeutiekeitssatz. Die Linearisierungz ıst aber keineswees immer statthaft. 
wie z. B. die folgende Betrachtung zeigt. Wir denken uns einen beiderseits gelenkig gelagerten 
balkenförmigen Körper, «das eine Mal belastet mit sinusförmiger Querbelastung, das zweite- 
mal mit ebenfalls sinusförmizer aber wesentlich geringerer Querbelastung und überlagerteın 
Länesdruckkraft, und das drittemal mit reiner Längsdruckkraft, die etwas oberhalb der kritischen 
lieeen soll. In allen drei Fällen seien die Belastungen derart gewählt, daß die Verformungen 
im wesentlichen übereinstimmen (gleiche Sinus-Biegelinien): insbesondere sollen die obigen Klein- 
heits- Voraussetzungen erfüllt sein. Es ergibt sich dann folgendes: Im ersten Fall ist die lınearı- 
sierte Rlastizitätstheorie in euter Übereinstimmung mit der Wirklichkeit: im zweiten Fall liefert 
sie fehlerhafte Ergebnisse, besonders bei größerer Längsdruckkraft (denn ıhr Einfluß, der sog 
Kniekbieeuneseinfluß, bleibt unberücksiehtiet): im dritten Fall würde nach der linearisierten 
Theorie nur eine Stauchung eintreten, eine Durchbierung aber unmörlich sein. Der Grund 
für das Versagen der klassischen Elastizitätstheorie im zweiten und dritten Beispiel liegt be- 
kanntlich darın, daß es ın diesen Fällen trotz der kleinen Verformungen wesentlich darauf 
ankommt, die Gleiehgewicehtsbedingungen am verformten Körper zu erfüllen. 

Wenn auch viele Probleme der angedeuteten Art (Fälle 2 und 3) schon seit langem 
nach besonderen Methoden befriedigend zelöst wurden, so besteht doch das Bedürfnis nach 
einer allzemeinen Elastızitätstheorie, dıe sämtliche elastischen Probleme umfaßt. und die die 
klassische Theorie als Grenzfall enthält. In dieser Arbeit wollen wir für den homogzenen 
isotropen Werkstoff eine solehe Elastızitätstheorie aufbauen, die im grundsätzlichen Teil 
keinerlei Einschränkungen unterworfen ist. In den Anwendungen setzen wir allerdines ein 
lineares Elastizitätsgesetz voraus, was praktisch eine Beschränkung auf kleine Ver- 
zerrungzen bedeutet. Trotz kleiner Verzerrungeserößen, die bei metallischen Werkstoffen 
innerhalb des elastischen Bereichs stets kleiner als einiee weniee Tausendstel sind, brauchen 
jedoch die Verschiebungs-Ableitungen und die Verschiebungen selbst nicht klein zu sein, 
Bei Stäben, Platten oder Schalen z. B. können die Verschiebungen sehr groß zeren die Dicke 
sein, ohne daß der Gültiekeitsbereich des linearen Hlastizitätszeesetzes überschritten wird 
(Blattfedern, Eulersche Elastika, Platten und Schalen nach Überschreitung der kritischen 
Beullasten ') usw.). 

Die vorliegende Arbeit ist im wesentlichen eine Weiterentwieklunge zweier Arbeiten 
von Trefftz?) über die elastische Stabilität. Nach der Analyse von Verzerrungs- und 
Spannungszustand (Absehn. 2 und 3) wird das isotrope Elastizitätsgesetz besprochen (Absehn. #) 
und die Herleitung der Hauptgleichungen gegeben (Abschn. 5). Der 6. Absehnitt enthält eine 
Ableitung des Prinzips der virtuellen Verrückungen für große Verzerrungen und große Ver- 
schiebungen. und Abschnitt 7 befaßt sich mit dem elastischen Potential und der inneren 
linergie, wobei u. a. gewisse thermodynamische Überlegungen eine Rolle spielen. Die Ab- 


*, Der II. Teil wird im Dezemberheft erseheinen. 


I), K. Marguerre u E. Trefftz: Über die Tragfähigkeit eines längsbelasteten Plattenstreifens nach Über 
schreiten der Beullast. Z. angew. Math. Mech. Bd. 17 (1937), 8. 85 bis 100; ferner K. Mäarguerre: Zur Theorie der 


gekrümmten Platte großer Formänderung. Proe. 5. Intern. Congr. Appl. Mech. 1938, S. 93 bis 101, oder aueh Jahrbueh 
der Deutschen Luftfahrtforsehung 1939. 

2) E. Trefftz: Über die Ableitung der Stabilitätskriterien des elastischen Gleiehezewiehts aus der Elastizitäts 
theorie endlicher Deformationen. Verh. 3. Intern. Kongr. Techn. Mech., Stoekholm 1931, Bd. IH, S. 44 bis 50, und 
E. Trefftz: Zur Theorie der Stabilität des elastischen Gleichgewiehts. Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933), S. 160 bis 165 








schhnitte 8,9 und 10, die im Dezemberheft erscheinen werden, enthalten einfache Anwenduneen 


der alleemeinen Theorie (Torsıon und Biegung des Stabes bei eroßen Verschiebuneen). und 
behandeln ferner eingehend die Theorie des ıindifferenten elastischen Gleieheewichts (Theorie 
der Stabilitätsprobleme) mit einigen Beispielen. 

h teilweise berührende Arbeit von Arıano?) untersucht 
sehr ausführlich alle Möglichkeiten der Analyse und Verknüpfung von Verzerrungs- und 
Spannungszustand. Sie verfolgt jedoch ein anderes Ziel, nämlich die Anwendung auf Werkstoffe 
nit großen elastischen Verzerrungen (z. B. Gummi) und läßt Stabilitätsprobleme und Probleme 


Kine mıt der vorlierenden sıc 


mit eroßen Verschiebungen beı kleinen Verzerrungen (sog. Klastika-Probleme) außerhalb der Be- 
trachtune. Die Autoren Southwell’) und Biezeno-Heneky’) beschränken sich darauf, 
eine dreidimensionale Stabılitätstheorie aufzustellen. während Biot9 ın mehreren vor kurzem 
schhienenen Arbeiten eine um Glieder zweiter Ordnunge erweiterte Elastizitätstheorie gegében 
hat, aus der sieh für einen Körper unter Vorspannungen die (linearen) Differentialgleichungen 
für das ındifferente Gleieheewiıcht (Stabilitätseleichungeen) herleiten lassen. Diese Gleichungen 


unterscheiden sieh etwas von den unsrieen. da dort sowohl die Verzerrunes- als auch die 


Spannungsgrößen etwas anders definiert sind als hier. Auf das Endergebnis ist dies jedoch 
ohne nennenswerten Einfluß. Im übrieen ist die Bıiotsche Theorie wenieer alleemein. da sie 


außer kleinen Verzerrungen auch kleine Verschiebungs- Ableitungen voraussetzt. 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ıst außer einer Herausarbeitung der allgemeinen 
'refftzschen Gedankengänge (Definition der Verzerrungs- und Spannungsgrößen als Tensoren 
auch bei beliebig großen Formänderungen, Wahl der Koordinaten #,9.z vor der Verformung 
als unabhängige Veränderliehe) die Klärung aller Fragen, die mit Stabilitätsproblemen und 
mit dem Prinzip der virtuellen Verrückungen bei endlichen Verformungen zusammenhängen. 
Insbesondere sollen die Unklarheiten behoben werden, die bislang ın der Literatur über ge- 
wisse „Kniekelieder* ın den Stabiılitätsgeleichungen bestanden (s. Abschnitt 10). 


2. Analyse des Verschiebungs- und Verzerrungszustands. Zur Beschreibung der Form- 
änderungen eines beliebigen Körpers legen wir ein raumfestes rechtwinkliges Koordinaten- 
system zugrunde und vereinbaren folgendes: 1. Wir bezeichnen die Koordinaten der Körper- 
punkte vor der Verformung mit ., 9,2 und die Koordinaten derselben Körperpunkte nach 
der Verformung mit . 7.2. 2. Zur Benennung der Körperpunkte benutzen wir die Koordinaten 
vor der Verformung, so daß ., »„,z zugleich als körperfeste Koordinaten (Substanzkoordinaten) 
aufzufassen sind. Das Zahlentripel (v. „7, 2) identifiziert also bei Jeder beliebigen Formänderung 
des Körpers einen ganz bestimmten Körperpunkt, nämlich denjenigen, der im Ausgangszustand 
lie kartesisehen Koordinaten . 9.2 besitzt. Dieser Körperpunkt heißt „Punkt (, y, 2)“. Be- 
zeichnen wir die in den raumfesten Riehtungen gemessenen Verschiebungen mit u, ®, w, so gilt: 


1 


" e(#2.94.2), tn 96 > B (2.4.2). . (1). 


oder vektoriell unter Benutzung der raumfesten Einheitsvektoren e;,e,,€ 





(,y,2)+t+ulae,y,2)=tle,y,z 
l Ä ! E 7 * 
(2). 
ul SS, ey! SE; 
Ä \ ! 4 * 
\ls unabhängige Veränderliche fassen wir die körperfesten Koordinaten ., y und 2 
auf. u ist der Verschiebungsvektor, und x bzw. t bedeuten die Ortsvektoren vor bzw. nach 


der Verformung. 
Wir betrachten nun den Verscehiebungszustand in einem den Punkt (#, 9.2) umgebenden 


kleinen Bereich. den wır uns z. B. kueelförmie denken. Der vor der Verformung durch 
N x definierte Ortsvektor ist nach der Verformung übereeraneen In den Ortsvektor t-- di: 
a. W. die im Auseaneszustand auf dem Vektor 
' dx \ dx Ä IYHrE& d: N (3) 
betindliehen Körperpunkte lieren nach der Verformune auf dem Vektor 
di=g,Ar +o,TIy+a.dz .. . 4. 
\ 8 or or \l \ = | = N \] l 
\ \ n 0) ra 8 * P = Rı 8 \) Bd 11») 
( | Ö * s Pr: \cad. S \msterdaı 
MA æ s. Pros Intern. Congr. App 
* 8 \ — 8 8 J 8 Ay dı 
.® | | S. 468 bis 48 1.A.B | d lastieite du s« 
BE: gr \ m En 8 ** J Bd } \ * N 8 





Hierbei ist 
ei, ge, ge (5). 


und die Riehtungen dieser Gittervektoren sind die der ver- 
z errten Linienelemente dr, dy, dz (s. Bild 1). Mit 








01 01 (N 
( \ \ * * it) 
( J — 
folgt 
OU OU Ru 
44 Ä \ (] 9 l4 
( N ( // { 
| | 7 ( 
oder ausführlicher Si | | 
(NM (0)? ( l | 
\y | \ = | 
(4 034 034 
1 HH N N 7 | 
N ce; \ s | \ \ \ Pa 
0) Y (0) 4 7 | 
1 ( J 1 o 
ul \ c;3 l z 
| =. 1 
Nach den Gl. (4) und (S) wırd demnach der Verseliebungszustand des kleinen Bereichs in 


einfacher Weise dureh die 9 ersten Ableitungen der Verschiebungen «, », 1 zekennzeichnet 
Diese Verschiebungs-Ableitungen können beliebig groß sein 

Um festzustellen, welche mit den 9 Verschiebungs-Ableitunzen zusammenhäneenden 
(rößen eine eizentliche Formänderunge (Verzerrung) des Bereichs beschreiben. bilden wir dı 
Differenz der Quadrate eines beliebigen Limienelements vor und nach der Verformung 
GI. (4) ereibt sich zunächst 


dv da tardy 0.032 Ya.-a,„dedy sr dl »0.0.d2d3 9 


dl er dd 2” 9. dr" r 0, j dy 7 dd > — ‘] la dlıy I’ Iyd > — 2 dd la —10 


J 


wobeı zur Abkürzung wesetzt Ist: 


A, | xx: (,;, | 4 9 7 | 


A A, Ixus 0,0; Yy:: (l 1, J 


Die Koeffizienten 4 des Ausdrucks (10) wollen wır als Verzerrungeserößen bezeichnen. «da sit 


i 


eharakteristisch sind für dıe Verzerrune des Bereichs. Sind sie nämlich von Null verschieden. 








80 gilt dies auch von der rechten Seite von Gl (10). d D. der Bereich ıst ve rzerrt ( d\ı Ad 
Verschwinden dagegen sämtliche 4-Größen, so verschwindet die reehte Seite von Gl. (10) 
identisch, d.h. der Bereich ıst unverzerrt ( di dx ): hierbei kann der Bereich eine beliebir« 
Rotation um irgendeine dureh den Punkt (Gr, 9.2) gehende Achse auseeführt haben linı 
die Verzerrungsgrößen 9 ergibt sich nach kurzer Rechnung unter Beachtung der Orthoronalität 
der e., 65, € 
\ \ 
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Der Zusammenhang der Verzerrungsgrößen g mit den gebräuchlichen Verzerrungen &,; 


d. h. den Dehnuneen und Gleituneen (Winkeländerungen) ereıbt sıch ın der foleenden 
Weise Wır betrachten eın kleines Tetraeder, dessen dureh den Punkt (#.%.2) zeehende 


Kanten vor der Verformung durch die Vektoren e; dx, e,dy,e: dz und nach der Verformung 
dureh die Vektoren a, dx, ga,dy, g; dz dargestellt werden. Mit ds,, ds,, ds. als geänderten 
kKanténlängen eilt 


ls, ds (ds 


OR l+:, I!. | { ] (15) 
dx * dy , u dl: e a | ; 


und die geänderten Kantenwinkel, d.h. die Winkel zwischen den Gittervektoren 4,. 4,, ge Sind 


L 


1 A A 
* Yon. * Yyzs = Yon | u 64). 
;s ıst also 
ei. 
(1, | ' pp (1 Er) , und Or’ Q, Oxry | He.) (1 €E,) COS|5 Yzyl; 
d.h 
ex \ . (fx 7 . — 
YVi-+ 09x |, 6.2 =32l1+ 751, Sin Y., auf. . 20.18). 
— (1-+e,) (1 T € y) 


In vielen Fällen erweist es sich übrigens als zweckmäßig, für die halben Werte der Verzerrunes- 
orößen mit gleichen Indizes abkürzend 


! . n » 
a 4; Ey 3.» Ö> 5 (16) 


zu schreiben 


Nachdem die Frage der Verzerrung des Bereichs geklärt ist, wollen wir noch ermitteln, 
um welehe Winkel sich die Gittervektoren q gegenüber den raumfesten Einheitsvektoren « 
bei «ler Formänderunge des Bereichs gedreht haben. Wir bilden zu diesem Zweck das 
innere Produkt der beiden Vektoren e und gq (Gl. S und 15): 


\ —X 
Ei > [Zi i 
( 9 | \ (1 COS (Cr, Ir} 0 9⸗ ZEN (l Ey)cos(e ‚g); ust., 
( I ( 7 \ « 
—1480 
OT oT 
( ‚A C 2 R 
60866 F 98 | i COS IK, . ,,) | ‚ . ust. 
4 + £ j 


\uf diese Weise erhalten wir die ın der folzenden Kosinustabelle zusammeneestellten Be- 


ichuneen. die aueh unmittelbar aus den Gl. (8) und (15) abgelesen werden können (s. Bild 2): 
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Wir wenden uns nunmehr der wichtigen Frage der Transformation zu. Zu diesem Zweck 
führen wir ein weiteres raumfestes Koordinatensyvstem eın, das gegen das erste irgendwie 
oetlreht ist. und für welehes die Koordinaten und Verschiebungen dureh «’, y. 2’: 7’. .,2 und 


„’, ve, mw wekennzeichnet werden sollen Wir denken uns die Gl. (1) bis (17) entsprechend 
als Gl. (1°) bis (17°) umgeschrieben und beachten, daß 


Ri r \ Q N rn y Or Ö i | 
E - z 2 = _ - E - 94 vos (.r 27 — 9 SOSE WM u, cCo8 I: BT. usf. 1 + (1). 
( J ( { N { HH ı f { A — ‘ . „> < 

wobei cos Gr’), . . den Kosinus des Winkels zwischen den Einheitsvektoren e; und es, 


bedeutet Dann ıst: 


6 


In. 


las 


) 
13 


eck 
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end 
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I + gxx' ge? = gr” cos’ (a x 2 x Qy cos (we) cos (ai y) + gu? cos? (xy) 
m as (r’ ER. © 'x g Mes. 19 
It ıy' Ar Ay De COS IE 2) Q,cos ie N la, cos ( Ir 9,0608(4 Y) |, (1), 
ust. | 


so daß sich unter Beachtung von 





x) Os” r ) oO ( J | ' 
CO> E25 2 DEBEr 5: * 8 4 > ‚ 
| 2 | — (20) 
cos (7.0) cos(Yy %) COS (X Y)COS(Y Y) T COS (X 7)C0OS (N 7) cos (re y) 0, usf. | 
die folgenden Transformationsgleichungen ergeben: 
r . ’ * * 1 ge * 24 ‚r \ 
IE .'’ Ir x OST (A 4J— * 9— M 0814 a ee ac „) Yyy OS 7 Y) 
2 9,2608 (ey) cos (#2) + 2 9:2 608 (#’ 2) cos (#’ ©) + 922 cos? (x 2), 
4 — — — — . . (21). 
Ye = In x E08 (ae) cos (yr) + Yan |e0S (at) cos coS (ey) cos (y’r)] 
— —08 6 ) co8 (y 9) me usf. 
Diese Gleichungen stellen wegen der Symmetrieeigenschaft Yun = Inm einen Sonderfall 


der bekannten Dvaden-Transformationsgleichungen dar. Das Bestehen der Gl. (21) besagt 
daher, daß die Verzerrungsgrößen g eine symmetrische Dyade 
| | 


Ixı Ixı 24 Era .) Ixy 5 924 
En | en 
8 Or (f,, (f,, £ 3 4x y eyy 5 Yu: ! ; N). 
| | 
(fz J 9 9 0 9 J — Yy e 
d. h. einen Tensor bilden. Wir nennen ® den Verzerrungstensor. Die Verzerrungen e, y/2 


bilden dagreren keinen Tensor. sobald sie nieht infinitesimal sind. Ihre recht komplizierten 
Transformationseleiehuneen foleen aus den Gl. (21). (15) und (15°). Es ereibt sıch z. B.: 
Et 1 u | 


»)*) 
(Ze). 


| $ (” f 10082 4 r) 2 (] — If | 4 | sın Y COS | r P)COSI r" ) 1 (” 2 \eos” | r" I) ai | | 
| ‘ — =) u . — 5 “a IX N ‘ L ui“ vu . ⸗ 9 


Aus der Tatsache, daß die Verzerrungeserößen y einen Tensor bilden, folgen weitere 
wichtige Eigenschaften, auf die wir noch kurz einzehen wollen. Erstens gibt es drei (vor 
der Verformung) orthogonale Hauptriehtungen »,,n,,n,. für welche die Verzerrungsgrößen 
Yy1* Iso: 4%, und folglich auch die Dehnungen e&,,e,,&, (Gl. 15) Extremwerte annehmen. Sie 
heißen Verzerrungs-Hauptgrößen und Hauptdehnungen. Zweitens verschwinden für die- 
selben Richtungen die Verzerrungsgrößen mit ungleichen Indizes, d.h. es ist 9, = 4, = 9, %. 
Nach den Gl. (15) bedeutet dies, daß auch die entsprechenden Gleitungen (Winkeländerungen) 
Yo» Yag, Ya, verschwinden, daß also die drei Hauptriehtungen auch nach der Verformung 
orthogonal sind. Ihre Lage ım Raum hat sich allerdings ım allgemeinen geändert, wobei die 
drei Winkel zwischen den Hauptriehtungen vor und nach der Verformung beliebige endliche 
Beträge haben können (s. Bild 3: vel. auch das Kosinusschema (17)). Drittens bestehen 
dreı besonders einfach gebaute Ausdrücke, welche invarıant sind. Diese drei Invarianten 
//1» 1: I des Verzerrungstensors © sind die Koeffizienten der kubischen Gleichung 
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Bild 3. Zur Veranschaulichung vor Bild 4. Zur Definition der Spannungsvektoren ! 


Verzerrung und Rotation. und der Längsspannungen und Schubspannungeı 
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deren Wurzeln 4 gleich den Verzerrungs-Hauptgrößen 9,,. 35: 93, Sind. Die Invarianten lauten: 





= Ixx Tr Iyun r9I eat Iuvuvtgrr—g at 9 | 
7 (/ı . ‘(/ (/ (/ (/ (/ \ (, 9 9 
9— (/ (/ (f (f 
(29). 
‘/ \ ‘4 / 4 \ YUxx’ Ix’ f ‘/ * 
“1 1; Ju J I Gun Wr = I Ir Ian | 
VER / / Jr’ Sur: Izr;’ | 


Alle übrigen Invarianten, die sich irgendwie definieren lassen, hängen von 97. Yır: In ab, z. B. 
die bezogene Volum-Dehnung | 1 09 Im. die Verzerrungs-Hauptgrößen %,,. Yss: Jss 
die Hauptdehnungen e&,,#,. &, (Gl. 15), usw 


3. Analyse des Spannungszustandes. Wir betrachten ein im unverzerrten Ausgangs- 
zustand quaderförmiges Element mit den Kantenlängen dx, dy, dz, das nach der Verformung 
in ein allgemeines Parallelepiped übergegangen sei. Bei dieser Verzerrung sind Kräfte geweckt 
worden, die von der Umgebung auf die Flächen des Parallelepipeds ausgeübt werden und 
umgekehrt Zur Beschreibung dieses Spannungszustandes kennzeichnen wir die auf die 
6 Parallelepipedtlächen wirkenden Kräfte durch 


R dydz, ! [,d2dz, t f drdy. i , ö (26). 


und zerlegen die so definierten Spannungsvektoren E,,£,. fz In die Riehtungen der drei Gitter- 


vektoren ga Ay, Q;, wobéi wir die schiefwinkligen Komponenten als Längsspannungen 6 
und Schubspannungen r bezeichnen wollen (s. Bild 4). Wir schreiben zunächst 


t / J. ua l, 9 (27): 
[ / 94 / N, / (1 | 
weeen (| (s. d. Gl. 13) ereibt sich sodann der foleende Zusammenhane zwischen den 
dureh die Gl. (27) eingeführten 9 Spannungsgrößen kyx: Kxy: und den 9 Spannungen 
7 


ÖL / 594 / (1 } f k, (1 { | 
ya |; tor. G } (1 Ey), T ,, Rust E-) . (28). 
77 R.„(1+E,), ;y=k,yll-+ ey), 0 Bi 


Wır bilden nun die Summe der Momente aller Kräfte ın bezur auf den Schwerpunkt des 
verzerrten Elements. Die Läneskräfte liefern keinen Beitraege, da sie sich alle in diesem Punkt 
schneiden. und der Beitraege der Schubkräfte ıst eereben dureh die Summe der folgenden 
6 äußeren Produkte 

(a, .dr) (dk, ‚a,dydz) -(a,dy) « (Ku 0, BA 1 — | 


(29) 
drdyd: Id, 9 1— / } iQ 9 107 IK ,) rd x 1 11 


Da die Summe der Momente verschwinden muß. folet 


Bo; Boa J FR F. J na TB 


1 4 J 


womit sich die Zahl der voneinander verschiedenen Spannungsgrößen von 9 auf 6 verringert. 

Die dureh die Gl. (30) zum Ausdruck gebrachte Symmetrieeigenschaft gilt bei beliebig großen 

Verzerrungen in aller Strenge. Dagegen ist wegen der im allgemeinen ungleichen Dehnungen 
(m. a. W. wegen der ungleiechen Hebelarme der Schubkräfte) 


j ] T.-.&1 ee. 5: TE a nal. mus 


\ \ . / ’ 15 \ 


so daß wir mit 9 Spannungen o,r zu rechnen haben, wenn wir berücksichtigen, daß diese 
am verzerrten und nieht am unverzerrten Element angreifen. 

Die Zweekmäßiekeit der schiefwinkligen Kräftezerleeune und der Einführung der 
6 Spannungsgrößen A erweist sich nun besonders bei der Untersuchung der Transformations- 
eigenschaften dieser Größen. Wir betrachten zu diesem Zweck am Punkt (.r, y. 2) ein zweites 
Kiement, das vor der Verformung die Kantenvektoren ey» dx’, ey dy, er dz’ besitzt. und nach 
der Verformung in ein Parallelepiped mit den Kantenvektoren ay da’, aydy, a>-dz’ über- 


eeeaneen Ist. wobeı die Flächenkräfte 


[.dydz, +iydz2 de, rdaedu. . 2 2 2 2 2 2 (26) 


en 
EN 
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geweckt worden sind. Wir denken uns eine entsprechende Zerlegung wie vorher vorgenommen 
und die umzeschriebenen Gleiehungen mit (27) bis (317) bezeichnet. Den Zusammenhang 
zwischen den gestrichenen und ungestrichenen Kräften erhalten wir dann aus Gleichgewichts- 
betrachtungen an 3 Tetraedern, von denen ein Eekpunkt dureh (#, 9,2) geht und drei Flächen 
parallel sind zu den Flächen des ersten Parallelepipeds, während die vierte jeweils zu einer 
der Flächen des zweiten Parallelepipeds parallel sein soll. Es sei nun z. B. d F der Flächen- 
inhalt derjenigen Fläche im unverzerrten Zustand, die dem Punkt (.*, 9, 2) gegenüberliegt, 
und die als Normale vor der Verformung den Einheitsvektor e— besitzt Dann sind die 
Inhalte der anderen drei Flächen im unverzerrten Zustand gereben durch dF eos (.re’ x), 
dFeos(#’"y), dFceos (#2), und für diean den Flächen des verzerrten Tetraeders angreifen- 
den Kräfte ist zu schreiben: 


| [u ar, td Fecos (ww), k cos (se N, f. dF eos (æ 2). 


X 


denn die Spannungsvektoren £ sind definiert durch den @uotienten von Flächenkraft und 
ursprünglicher Fläche (s. (26) und (26’)). In ganz entsprechender Weise ist bei den zwei 


anderen Tetraedern zu verfahren. Aus dem Gleiehgeewieht der drei Tetraeder folet: 
fe = ft, cos (a@’ a) + f, cos (ai y) + Ef. eos (u 2) 
f»=ft,cos(ya)+Et,cos(yy)+F.cos(y’z) }. | ennann 


k —=f,cos(z’ x) + E,cos (z’y+f nn 


Wir machen nun Gebrauch von den Gl. (27) und drücken hierin 4x,9,,9- dureh q,, Q/, Q-’ 


aus, also: 


« ” [3 ’ » ‘ 
3 . 1 Ay cost.) 9 yecosir N )- 9 08 usf. (>), 


Damit sind die Spannungsvektoren fr, by, fr durch die Gittervektoren q,, Qu. 9, dargestellt, 
und ein Vergleich mit den Gl. (27) liefert: 





* — — — — 

kg RB, x eos" Ir 2) — I k, y DIS 5 EEE ) t Ku y 8 1% 4— 
— 4 J J — 
8 Ku COS IT UICOSIE 21 EZ 1% COS (.‚r’ ZI COS (.r' J9 — cos’ IE 2), 
(4). 
IE me IR COS I "r)cos ge IR le St ’"p) eos 2 08 * ge 
Er; ex eos (a ar) cos (ya) + hy eos (a a) cos (y y) + eos (ey) cos (y )) 
’ [3 
Fr kyyeos(ay)cos(y y)—+ ++. usf. 


Diese Transformationseleiehungeen stimmen formal genau überein mit den im vorieen Abschnitt 


besprochenen Transformationsgleichungen für die Verzerrungeserößen xx: Ixus... (Gl. 21). 
Die 6 Spannungsgrößen Rx. Kxys -.. bilden also ebenfalls einen Tensor, den Spannungstensor 
k. x + 7 / \ 

K k, / /, 7 / / (> — 
\k ' F. I; 


und alle Schlüsse, die sich aus der Tensoreieenschaft von.d ereaben. können hier entsprechend 
vezogen werden. Es gibt demnach drei (vor der Verformung) orthogonale Sehnittflächen m,, 
m,, m,, für welche k„=k.,=k; 0 ist, und für welche } 


* lo, 4,, Extremwerte annehmen. 
Dies sind die Spannungs-Hauptgrößen, die siehr als Wurzeln einer kubisehen Gleichung 


11) 


2 k\ 1’ le, / kn 0 . \ u i : . . } . . (6) 


erzeben, in welcher die Invarianten Ay, Ay. Ay ganz entsprechend wie bei den Verzerrungs- 
orößen lauten (Gl. 25). 

Von den Spannungsgrößen k gelangen wir zu den Spannungen o,r mit Hilfe der Gl. (28) 
unter Beachtung der Symmetriebeziehungen (30). Hiernach gibt es neun verschiedene 
Spannungen 0,7 «(1 -+e). und diese können daher keinen Tensor bilden. Zwar würde es 
sehr nahelieeen,. in den Gl. (25) alle ze gezen I zu streiehen, und dann von einem Tensor der 0,7 
zu sprechen, denn in den praktisch vorliegenden Fällen ist stets : l. Beim Aufbau der 
allgemeinen Theorie und bei gewissen speziellen Problemen müssen wir Jedoch auf den Unter- 
schied zwischen den Spannungsgrößen k und den Spannungen o,r achten, wenn alle Ergeb- 
nisse der Theorie widerspruchsfrei sein sollen. Bei bestimmten Stabilitätsproblemen z. DB. 
(s. Abschn. 10) würde eine Streichung von e gegen I zu völlig falschen Ergebnissen führen 
(Verletzunz des Momenteneleichzewichts, Gl. 29). 








4. Das Elastizitätsgesetz. Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Verzerrungs- 
und Spannungszustand analysiert worden sind, bleibt jetzt noch die Verknüpfung der Ver- 
zerrungs- und Spannungsgrößen zu erledigen. Hierbei kommt noch eine dritte Größe ins 
Spiel, nämlich der Temperaturunterschied (z#,9y,2) des betrachteten Zustands gegenüber 
dem unverzerrten, spannungslosen Ausgangszustand, in welehem die körpereigenen Koordinaten 
mit den raumfesten Koordinaten übereinstimmten. Einerseits können nämlich Verzerruneen 
durch reine Temperaturänderungen auftreten, andererseits sind Temperatur-Spannungen auch 
bei verschwindenden Verzerrungen möglich. Im folgenden setzen wir einen vollkommen 
elastischen Werkstoff voraus, der homogen und ıisotrop ist. Auf Grund dieser Voraussetzungen 
muß sich sein Elastizitätsgesetz in einer vom zufällig gewählten Koordinatensystem unab- 
häneieen Weise ausdrücken lassen. Nun haben die Untersuchungen ım 2. und 3. Abschnitt 
vezeigt, daß die Verzerrungsgrößen g und die Spannungsgrößen k Tensorcharakter haben, 
so daß sich Invarianten ın einfacher Weise ergeben; insbesondere sind die Verzerrungs-Haupt- 
rößen qu, Jas, 9, und die Spannungs-Hauptgrößen F,,. ss, A,, Invarianten. Das Klastizitäts- 
vesetz des homogenen ı1sotropen Werkstoffs kann also allgemein in der folgenden Form ge- 
schrieben werden: 


u. =. Bi, ee 5. 5 oh 


wobei f eine Funktion ist, die experimentell zu ermitteln ist. Zu Gl. (37) tritt die (aus der 
Voraussetzung der Isotropie folgende) weitere Aussage, daß die Hauptrichtungen für die Ver- 
zerrungen mit den Hauptriehtungen für die Spannungen zusammenfallen, daß also insbesondere 
die Haupt-Schnittflächen auch nach der Verformung orthogonal sınd. 

Im folgenden beschränken wir uns auf solche Werkstoffe, bei denen die Funktion f in 
(il. (37) eine lineare ist. Dies ıst für die meisten unserer metallischen Werkstoffe mit großer 
(‚enauiekeit der Fall, solange die Verzerrungen noeh rein elastisch sind. Mit den üblichen 





Werkstoffkonstanten E, v» und a und den Abkürzungen e, 4.,l2.... (Gl. 16) können wir 
dann schreiben 
k,, + k, MM +, 
{ FE I’ F rd (-) R @ F I E Fr 9. a 
oder A s (SS). 
| } 
e, Y k, „4 Hk, / (9) 


wobeı zur Abkürzung wvesetzt ist 


F ai 
(ı 20 — 309. 
Zur Auflösung der Gl. (35) nach %,,. #s,. 4,, beachten wir, daß 
‚ | Iy k. Lk. Hr ko; * 
Hiermit ergibt sıch: 
* J I+r ’ 11 
F 26 e..— I@,, — sa + 0 } a7 u usSI. 3 { | 
17 1—2» ' 1 — 2» 


Von dieser ın Invarianten eeschriebenen Form zelangen wir zu den auf eın beliebiges recht- 
winkliges Koordinatensvstem bezogenen Formeln, wenn wir die Transformationsgleichungen (21) 
und (34) für die Hauptriehtungen »,.»,,n, benutzen. Diese (durch die Mohrschen Kreis: 
darstellbaren) Gleichungen lauten: 


— e,, cos’ (x n,)+e, eos’ ir N.) - P,. COS” a | 
| (21”) 
 Ixı e,, COS (FN,)I)COoS (yN,)T Ess COS (IX N,) COS (YN,) T E33 COS(EN,ICOS(YN,], ust, | 
1 
md 
ern k,., cos? (x n,) - k.. cos? (x N,)-+ RB, eos” (.r ”.r, | 
(347) 
h, k,, cos (en,)cosiyn,)—+ k,, cos (we n,) cos (yn,)—+ k,, cos la n,)cos(yn,), usf. } 


* 


) 


Setzen wir ın die Gl]. 134”) die Beziehungen (41) eın. so folet: 
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38. 


39. 


(40). 
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E,, COS IE N,JICOSIYU N, .. - e EOSI.LN.„)ICOSINN,) 


J lI+ı 
) | ) E- 2 ()| Ir . > ar . » | 
le, 8 — a jeostien,Jcosiyn;,) cost. n.)eosiyn.)|, ust.. 
3 u a | 


also unter Beachtung der Gl. (21*), (20) und (25): 





k \ (re ! (P = P,u + 0 | 6 
J x 1 x | 2 y 1 1 / I | ) y 
J ) ) | ) j 
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Die Gl. (35) oder (41) oder (42) sind die strenge Formulierung des linearen Elastizitäts- 
gesetzes für einen homogenen isotropen Werkstoff. Der praktische Gültigkeitsbereich dieses 
Hookeschen Elastizitätsgesetzes deckt sich bei den meisten unserer gebräuchlichen metallischen 
Werkstoffe mit dem elastischen Bereich und erstreekt sich bis zu Werten der Verzerrungs- 
erößen ın der Gegend von einigen wenieen Tausendstel. Setzen wir die Beziehungen (12) 
ein, so erhalten wir den Zusammenhang zwischen den Spannungsgrößen k und den Verschiebungs- 
Ableitungen. Diese Beziehungen sind nieht-linear. Die nicht-linearen Terme können zwar 
häufig gestrichen werden, doch keineswegs immer. Sie sind wesentlich bei der Behandlung 
von Stabilitäts-, „Kniekbiege*- und verwandten Problemen und selbstverständlich in allen 
Fällen, in denen die Verschiebungs-Ableitungen nicht mehr sehr klein geren 1 sind (Elastika- 
Probleme), d. h. wenn Teile des Systems große Verschiebungen und große Drehungen er- 
fahren trotz kleiner Verzerrungen’). 

3. Die Hauptgleichungen und die Randbedingungen. Die im dritten Abschnitt definierten 
Spannungsvektoren haben bestimmte Eigenschaften, die durch die Gl. (26). (30) und (32) zum 
Ausdruck gebracht werden: sie sind so beschaffen, daß am Element die 6 Gleichzewichts- 
bedingungen des starren Körpers erfüllt 
sind. In erster Ordnung tragen nämlich 
hierzu nur die aus den drei Spannungs- 
vektoren gebildeten Oberflächenkräfte 
bei, dagegen nicht die Volumenkräfte und 
die Unterschiede der Oberflächenkräfte 
auf gegenüberliegenden Flächen. Wir 
wollen jetzt auf diese von höherer Ord- 
nung kleinen Unterschiede näher ein- 
oehen. Hierzu betrachten wir ein ver- 444. 
zerrtes Element, an welchem außer den fa: i 
Schnittkräften noch eine Volumenkraft 
X de dydz in beliebiger Riehtung wirken 
soll (s. Bild 5). Im allgemeinsten (dvna- 





mischen) Fall gilt dann: zild 5. Zur Ableitung der 6 
ol,dxr | | of,dx — deu 
I. +27 5 Jdydz+\+t, +: 5 Idydz+ ---+X dx dyd: odrdydz, 
wa nd 0 4 de ( f 
\ . x \ —X 
ılso ( f ( E; of a OU 
EL TIL SL —— 13) 
0A 3 "Wr 
- 3 | las I pP hl; } ‘ die V * [rs \ gr | & I } re \ 
Die groß sol B gri or g. d s Geg 
len Gl Ist z. B. cos (e;, so is \ dx, als Dies 
| leg B ’ en F] entene * B I l { n gr ır 8 & 
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Hierbei bedeutet ode, 9,2) die spezifische Masse, und u (ae, 9y,2,D ıst der Verschiebungsvektor 
les Punktes (ir. 9 zur Zeit f, so daß der Beschleunizeunesvektor des Elements dureh 9°? ıw/0 F 
Die Vektorgleichung (43) ersetzen wir nun dureh drei Komponentengleichungen für die 
festen Richtungen (e;. 0, ( Die Komponenten der Massenkraft X (x, 9,2) ın diesen 
kiehtuneen mören X.Y.Z heißen. Die Zerleeune kann entweder dadurch zeschehen. daß 


nan zuerst auf die Gittervektoren a... und dann auf die Einheitsvektoren e;, ... über- 
t leı er etwas kürzer und anschaulieher ın der foleenden Weise: 
* 7 { — 7 7 U) = (l 


(,,.k I COS1G.. Es} 
(+4). 


vı)= (1 + { MER“ I { 7 eOoS Id | . } OD () 


wi, 7 ( 7 WR,” (1 7 U). (] 


X + “ 
( ( zZ 
4 vi 840 7 U’) =- (] { { COStA L ‚ BE /) - 0 
7 
Of 





Durch nsetzen «der Beziehuneen (28) und (17) erhalten wır aus: (44) unmittelbar: 





\ x \ \ —X 
(NM H H ( (MH (MH (NH | 
1 
| - - - - ze 1 
l ( 1 ( / ( l ( / ( 
e 0 HM 
1 en; 
( 4 
\ \ \ 
} { / ( ! 
1 
l \ \ / | \ / } 1j \ * 
! ( / ( = sr 
* (45 
-) 05 0 
ur f: 
—X \ 
J J J N} (HH (N 
1 
N \ | J, | \ 
/ f ( 1 ( 
5 \ 
{ HH 
4 0 <; 9 
— 4 
® u 
1 1 
} 
Diese alleemeinsten Gleichungen, di— ınabhäneiz von Isotropie, Klastızitätsgesetz, Wärme- 


kungen usw. gelten, wollen wir kurz als Hauptgleicehungen bezeichnen. Sie stellen 


I\ i naussaeen In den raumfesten Riıehtungen (e:.e5.&) für die am verzerrten 

| nt wirkenden Kräfte dar und sınd an keinerlei Voraussetzung über die Größe der Ver- 

erruneen und Versehlebunges- Ableitungen gebunden. In der obigen Form eelten sie allerdings 
h enutzune kartesischer Koordinaten. 


ud 1 


Setzen wir in die Hauptgleiehungen (45) das lineare Elastizitätsgésetz (42) ein, wobei 


V\erzerruneserößen nach den Gl. (12) und (16) dureh die Verschiebunges-Ableituneen aus- 


eken sind, so erhalten wır drei nıcht-lineare Differentialgleichungen für die von ., 9, 2 
ınd # abhäneenden Verschiebungen w, », »w. Ihre sehr zahlreiehen nicht-linearen Terme sind 


sämtlich oder teilweise) beizubehalten. wenn darauf eeachtet werden muß. daß die Kräfte 


01 ti d niel am unverformten Körper angreifen. Die Beachtung dieses 
Umstandes ist stets wesentlich bei der Behandlung von Elastıka-, Stabilitäts-, „Knickbiege*- 
verwandten Problemeı 
Werden di: eht-linearen Glieder alle zeestriehen. so eehen die alleemeinen Verschiebunes- 
oteiechuneen in die der linearisierten Theorie über Im Fall des Gleichzewichts 
o S S ea Differentialeleichungeen und den zuzehörigen Randbedingungen 
) £ S £ rg ; s 8 n das Konstanthalt: \ 
s les ra sten Punktes, w ; 
rung je sog ( der treten also hier nie 
eig gr Verf 
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folgenden Lösungen das Superpositionsgesetz U'roportionalität zwischen Lasten und Ver- 
sehiebuneen) und der Kirehhoffscehe Eindeutiekeitssatz, woraus man erkennt, daß die Be- 
handlung der obengenannten Probleme ausgeschlossen Ist 

Zu den Hauptgleichungen (45) treten noch geometrische und mechanische Randbedingungen 
hinzu. Letztere erhalten wir aus einer Gleicehzewiehtsbetrachtunge an einem herausgzesehnitten 
eedachten Rand-Tetraeder. Es sei pdO der Vektor der Oberllächenkraft auf der äußeren 
Kläche des Rand-Tetraeders. die vor der Verformung dureh den Normalenvektor n gekennzeichnet 


) 


sel. Dann ist (ve]l. hierzu Abschn. 3. Text zwischen Gl. 26° und 32): 


» (IV) cos itn.« f IV)ecosin.« \} { (0608n. I) — Did er. 
d.| 
f.cos{n.c [,ecosim.« .: SOBINR. €} P 2P e:» ; ; (46). 


Diese. die Randbedinenneen darstellende Vektoreleiehung ıst geleichwertie den foleenden drei 


komponentengleichungen: 


\ \ \ \ 
(H (HH vH ( MH | 
J \ 
k, +44 — | ER en ’ COSs tn. € | }, h | . | Kunz eosin.t — 6*244 Pr 
( l 0 O0 A (9 
—R R Vn or} ( (44), 
l; 4 | 4 c08n -|k / (1 pe eos{n.e _ ) 
vn \ wi / \ & “x / u \ u ‚.yUy \ Be a / / 
0) 4 0144 04 0 





denn nach den G]. (S) und (27) ereibt sıch: 


( Hl ( H ()? 03 
k er |k,.11 F —— / | - 

( ' (4 ( ‘ (9 

(\ HM C H C 2) / N | IS). 
k / | 5 - { / - / | . 

( ! ( 7 ( J 





6. Die Variation des Verschiebungszustandes und das Prinzip der virtuellen Verrückungen. 
Wir greifen aus dem verformten Körper ein verzerrtes Parallelepiped dx, dy, dz heraus 


und berechnen die Arbeit sämtlicher an ıhm wirkender Kräfte, wenn der Verscehiebungs- 
vektor u eine beliebige Änderung erfährt. Diese gedachte Änderung oder Variation, die 
meist virtuelle Verrückung genannt wird, sei für den Mittelpunkt (G#, „, 2) des Parallelepipeds 
mit Hu bezeichnet, für die Parallelepipedflächen also mit du + (ddu/d.r) dz/2 usw. Die Arbeit 
sämtlicher Element-Kräfte bei der virtuellen Verrückunge du ist nach Definition gegeben 


dureh (s. Bild 5 





( f dx Pr U dd f 
f - A ıyd 2 * Ju E . 
( y 2 J 2 
d ! ( OU dd ! ’ 
E: pe. , did: . U = ; | £ Eu + dd — dydz OU j (4%). 
( ‚I 7 f r' 2 
Ru Ru Ru Of, N ff 
U, * ä { . | = 5 n — + .r) u drdydz 
0)&X i ( 9 0) z 0). (4 f > ‘ | 


Hierbei ıst das Produkt dedydz gleich dem Volumen d4V des unverzerrten Elements 
bezeichnen wir zur Abkürzung die Arbeit der 





Klement-Kräfte mit Sadxsdydz, so können wir OC# 7, 
1} 1 .) & re 
unter Beachtune von Gl. (43) schreiben: 
Ru Ru Ru u . 
oa=T,.'< A { - 2 U . 50 
J (11 () 2 — f 
Wir nehmen jetzt die Variation du so klein an. 
daß wır die Gesetze der Varlationsreehnune hierauf 
anwenden können. insbesondere den Satz von der 
Vertauschune der Reıhenfolzee von Differentiation 
und Variation (x, , zsınd voneinander unabhängige! 
Mit Su St (s. Bild 6) ereibt sich dann 
Ru —WM OO * 
— (ol). 
ı 04 04 8 » 18 es 
) ‚Hl, J —* N 
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Ss) daß (ıl 30 übereeht In 


Hierin zerlegen wir «die Spannungsvektoren nach den Gittervektoren (Gl. 27) und erhalten 


unter Beachtung der Symmetriebeziehungen (30 


8 eu 
It KrxgIrd Art Ary (Au dGr + 99 a) +hyy9u ... DO, 
Pen 

wofür sich einfacher schreiben läßt: 

3 \ 

\x 9 Il 

/ f { J f - N) 
Ya = / I) (Ar Q,, ’»= 0x, du 
0d6 
\ \ R N 2 
’ 1 \ " \ ! ( di | 6) 10 
A / NV P, —J 00 N 0,51 — — /) F > OV- — — mi. . I.d+)) 
J * A 


Nachdem der Ausdruck für die Arbeit Sa AV der Element-Kräfte (dureh rein géo— 
metrische, an keinerlei Voraussetzunz gebundene Umformungen) ın eine zweckmäßige Gestalt 
rebracht ist, wollen wir uns nunmehr mit der Arbeit 9A der am Körper wirkenden 
äußeren Kräfte beı der virtuellen Verrückung du beschäftigen. Nach Definition ist 


VA x-9udV-+-\d-95ud0 . : .: >. 2 2 2 2 2 2 AA). 
] !) 
wobei pd 0 die auf das Element do der Körperoberfläche wirkende äußere Kraft bedeutet 


(1. (54) lautet in Komponentenschreibweise 


) | \ )d)N — ) on - 4 Vn*) IV — (Pa ART Pu Jr — —5) 0. 4). 


' () 


und läßt sieh am kürzesten in der foleenden (in den teehnischen Anwendungen häufiz be- 


nutzten "orm schreiben: 
V 2 P33 we er a — Dr. 


In G1. (54°) sind alle Volumen- und Oberflächenkräfte zu Einzelkräften P vom Betrag P zu- 
sımmengeefaßt gedacht, und ds sind die in Riehtung der Kräfte $ zu messenden Verrückungs- 
komponenten der Kraftangriffspunkte. Wir stellen nun fest, daß wir zu dem Ausdruck auf 
der rechten Seite der Identität (54) auch dann zelangzen, wenn wir sämtliche Element- 
arbeiten SadV is Gl. 49) einfach summieren, denn die Arbeiten aller Flächenkräfte 


im Innern des Körpers heben sich weeen der Gleichheit von Aktion und Reaktıon 
erenseitig auf, so daß von den Arbeiten der Flächenkräfte nur die an der Körperoberfläche 
eeleisteten übriebleiben. Es ıst also 
N4 t-9udV Put dO VadN, 
] ) I 
d. J (55 M. 
—X —J —X 
\ ( H N ( ! * [Zi N | N 
) \ )y / )y I )+ d\ — vd * 5201 — od ım Je 
| J / u of Pr 1° Qt 





|} 


Diese wichtige Beziehung, die als Arbeits-Hauptgleiehung bezeichnet werden mag, gilt 


ohne jede Einschränkung. Sıe ıst wie «die Herleitung zeigt (s. d. Überzane von Gl. 49 zu 
(ıl. 50) völlıe eleichwertie der Vektorerleiehune (43) oder den aus ıhr foleenden Haupt- 


eleiehuneen (45). Diese können daher auch ohne weiteres aus Gl. (55) nach den Regeln der 
Variationsrechnung gewonnen werden. 

Ferner lassen sich aus der Arbeits-Hauptgleichung u. a. das Prinzip von Hamilton und 
das Prinzip der virtuellen Verrückungen herleiten. Wir wollen uns hier nur mit letzterem 
beschäftiren, das sich auf den Fall des Gleiehzewiehts bezieht. Wir streichen daher in Gl. (55) 


las zweite Inteeral. also: 


’ N r - ni 
’) | ws vi MM) / va — / 2 () 4, ; — — WV 1 + cs... d | , j : x 5 z („» )) 
l 
\\ jr dl \ 7 kaı 9 u 5 cry uruan h \ \ ze 
I, ) { {r } ] 8 88 8* 9100 We I« \ 18 „cos t] I dl 
* 8 = IS g 1 } Bar h < | 
) \ \ W t l l > I dPTIe Bed: 
gr Dis 1 K smeel N lı 811 e d 
\ S k stets! ν hts als dies ler Arbe 
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und beachten die aus den G]. (16) und (12) hervoreehenden Beziehuneen 


N Vu ou . ou Ov , 0% om Om J ou\oou orodr rad Ze 
En “ | | Ä ‚ust. (94) 
VA N r N r N yo N r N x V.r N; ‚ x or Or Or 

Das Bestehen von Gl. (56) für jede beliebige Variation du, dr, dw ist das Kriterium für 


Gleichgewicht. Dies ist der allgemeinste Ausdruck des Prinzips der virtuellen Verrückungen. 


7. Das elastische Potential und die innere Energie. Das elastische Potential 7]; ist definiert 
als diejenige Funktion, deren erste Ableitungen nach den Verzerrungsgrößen die Spannungs- 
erößen liefern, also: 


71, 1, Of, 1, 71, 1, 
er / J >. 68). 


TR \ y ı 92 \ ’ x N ’ \ 
> N ) \ ) 
O 6x4 UYxy Ueyy ON 0424 0% 


Wenn eine solehe Funktion existiert, so ist 


k, \ N) ex y ! u, y () (fx y “Fr F. y — y = EN t F () € 
oT, on; On, on, 
* OÖ (xy A * ) eyy u „5 Te oe oll;, 
Ü Exa VO Ixy Oeyy 0 


d. h. die rechte Seite von Gl. (56) ıst die Variation einer Funktion 


034; ı A — (59). 
die wir sinngemäß als elastisches Potential des ganzen Körpers bezeichnen (d V= Volumen: 
element des unverzerrten Körpers). An Stelle von Gl. (56) können wir in diesem Fall 
schreiben: 

VA NI, a a 
lassen sich auch die äußeren Kräfte aus einem Potential II, ableiten, so ist 974 V Il, 


(+ II, = potentielle Energie der Lasten), und (60) geht über ın 
all; +9 11, od (11; + Il) BH=ZU. . a 5 5 


hierbei ıst // eine Funktion der Verschiebungen und Verschtebungs-Ableitungen. Die spezielle 
Aussage (61) des Prinzips der virtuellen Verrückungen, die man als Prinzip vom stationären 
Wert des Gesamtpotentials II = Il; + II, bezeichnen könnte, liefert rein formal nach den Regeln 
der Variationsrechnunge die Verscehiebungs-Differentialgleichungen und die Formulierunezen für 
die mechanischen Randbedingungen. Sie bildet ferner die Grundlage für gewisse Näherunges- 
verfahren der Elastizitätstheorie (Verfahren von Rıtz usw.). 


Für einen homogenen und isotropen Werkstoff, der das lineare (Hookesche) Elastizitäts- 


eesetz (42) befolet, ıst das bezorene elastische Potential wie sıch durch Differentiation 
und Vereleieh mit (42) sofort verifizieren läßt eereben durch 
| Pe | R 
Il; : 26 > l (ex reyy re; 4 (xxeyyTreyye T &zzEexx) 
(62). 
| | , i I+r | 
| Yu Tr Iu: TI:x) | I y (exx — eyyTr zz) 





Nach Einführung der Beziehungen (16) und (12) wırd Il; eine Funktion der Verschiebungs- 
Ableitungen: die einzelnen Glieder dieses Ausdruckes sınd in den Verschiebunes-Ableitungeen 
linear, quadratisch, kubisch und biquadratisch. 

Das elastische Potential II; ist zu unterscheiden von der inneren Energie U des Körpers. 
Sofern I; überhaupt existiert, stimmen I]; und T nur überein, wenn zwischen Ausgangs- und 
Endzustand keine Wärme zu- oder abgeführt wurde (adiabatische Formänderune). Die in 
diesem Fall auftretenden kleinen Temperaturänderungen würden strenggenommen zu anderen 
Werten gewisser elastischer Konstanten als im isothermen Fall führen. Die Unterschiede sind 


jedoch wie die Erfahrung zeigt bei festen elastischen Körpern sehr geringfügig und 


werden daher im alleemeinen nieht beachtet. Trotzdem wollen wir uns hier mit diesen Fraeen 
noch etwas eingehender beschäftieen: bei der zweiten beschränken wir uns auf den Fall des 
vollkommen elastischen, homogenen und isotropen Werkstoffs mit linearem Elastizitätsgesetz. 
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Um zu zeieen, daß II; und U ım allgemeinen nicht übereinstimmen, gehen wir aus vom 
ersten Hauptsatz der Wärmetheorie 


”A+dO—dU+dk | =. . 


Hierbei ıst 
TE IVdYV (64 


dıe Wärmemenee, dıe dem körper ın der Zeit d# zueeführt wurde. d RK ıst dıe Zunahme an 
kınetischer Enereie, und 
dl dl dV 66 


ist die Zunahme an innerer Energie. Andererseits ergibt sich aus der Arbeits Hauptgleichung (55) 
nach Einführung der speziellen Varlation du Ay (ulohndt: 


UA (}. de ' / 68; ‚7 RE de ns .)cd gem, N , (GH). 


J JR}, 


Durch Vereleich von (66) und (63) finden wir: 
dd I! / dl: \ ], \ ‚d (/, 7 Lk, ‚de m) — de dl’ ‘) d I1,; DR, ’ ö i (67). 


Demnach sind dU und AT]; und folelieh auch 7 und Il; voneinander verschieden, sobald 
UO--0 ist Dareren ıst 
VI Bra de, ' + Bi: N (/ı / Lk, ey: En T I: 00 BR () I1; . . . ⸗ 168), 
da alle Variationen des Versehiebuneszustandes ohne Wärmeaustausch vorgenommen werden 
sollen 
Die zweite Frage bezog sich auf das verschiedene elastische Verhalten beı adıabatıschen 
bzw. isothermen Vorgängen. Um sie beantworten zu können, müssen wir den zweiten Haupt: 
satz der Wärmetheorie heranziehen Kr besaet. daß für umkehrbare Prozesse eilt: 


(O0 as _. a 169). 


wobei 7 die jeweilige absolute Temperatur und dS das vollständige Differential einer Zu- 
standsfunktion S ist, die als bezogene Entropie bezeichnet wird. Die Umkehrbarkeit aller 
Zustandsänderuneen ist in unserem Fall garantiert durch die Voraussetzung vollkommener 
Klastizität. Der Zustand selbst wird bei einem isotropen Werkstoff durch 4 Größen beschrieben, 
z. B. durch die drei Verzerrungs-Hauptgrößen 9,=2e,:. Is =203, 920, und den 


Temperatur-Unterschied © des betreffenden Zustandes gegenüber dem Auseaneszustand. Wır 
sehreiben also 


NS fle ss: 0.) und (willkürlich)  f(0,0,0,0)=0 . Te ; ! 
Setzen wir (69) ın (67) eın. so erhalten wır 


IT BR. /, 


\ V 


dd Ara IR u de yı l; 4 d (f,, = Ik dd J— Ik de F ld N 


oder umeescehrieben: 


dl k..d —— * d ⸗ —5* de tr ld N j £ (71 }, 


Diese Gleichung zeigt, daß T bzw. S eine ähnliche Rolle spielen wie A, ,, Ras, A,, bzw. wie 


13 ss, €, So daß wir formal von T als einer „Wärmekraft* und von S als einem „Wärme- 
weg“ sprechen könnten. Wir fassen daher zweckmäßigerweise e,,, 35, €, und S als die von- 
einander unabhängiren Zustandsgrößen auf, von denen k,,.kss.k.,, T—0) und U abhängen. 
Für Z’ ereibt sieh dann aus (71) dureh Integration vom Auseangs- bis zum Endzustand unab- 


häneie vom „Inteerationsweg”: 


[ 9... ri \ik.,de, k.de,.-tk,.de,, .- Tas}. , 023: 
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om hierbei ist willkürlich U (0,0,0,0)=0 gesetzt. Durch Differentiation nach der oberen Grenze 
folet: 

„ _ oT _.M .„ _ 90 „_ dl un 
>) Ne v. Ne i a; NS (od) 
N oder auch (unter Beachtung der Transformationsbeziehungen) 

) 

] Q N ] OU / Ol 74 

u \ un (4 |, 
an nn Gen 2 OS 
m) lın Sonderfall des linearen Elastızıtätsgesetzes ıst 
)»,) 

. C » — — 
- — [ (€ \ \ (fi J J / v e N) ( ‘1 ( ‚1 A 8 91 b P > a) (id), 
31) * 
wobei 9, und 0 die beiden ersten Invarianten des Verzerrungstensors (& d. Gl. 25) und 6C,, 
(’,.a.b.e Konstanten sind. deren Bedeutung weıter unten ersichtlich wird. Es ereibt sieh 
36 ea 
ID). zunächst 
OU 
IR t0,,1e P { Er. te: P ) Zum 
a» \ v x /H / 1 
( Er \ 
u (16) 
nl, \/ 
) M 
U. 8;; (Sf Euv.rte,. ( ( au», k, 5 U. dry; ustf. 
Olfxy 
ald 
und 
| Ol — 
68. / () NS adler, — / ea (4a). 
len Führen wir zur Abkürzune ein: 
. I E 
hen 16 Alr, Sf I Il also Sf IG (9), 
| 23 | 2A 
ipt 
so folet aus (76) für8 (}- 
69). v 2 
hen 26 exa | A (Ex ( e22) — alt Gays usi. 79). 
Zu- 
ller Dies ıst das lineare Elastizitätsgesetz für adıabatıische Formänderuneen. Zur Behandlung 
ner des Falles 5 0 benutzen wir Gl. (77). aus weleher zunächst 
en, 
den h # (SO) 
Wir | ’ | 
folgt. da ım Ausganeszustand =0, S—O und e, , e,y+ 0 ıst. Mıt (80) ergibt sich 
sodann: 
TO). 
(-) sa (e,. — J 
N (S1), 
so «laß hiermit die Entropie im Sinne der Gl. (70) als Funktion der Verzerrungsgrößen und 
der Temperaturdifferenz © dargestellt ist. Durch Einsetzen von (S1) ın (76) erhalten wir 
] 26 ) la 24 9 
* + 2690 (P f In lv P ——— 
71). En 44 | Iy u. Zi ( x U 2 ( (5) 
’ Kaya Gen, BE, 
wie 
me- woraus sich mit den Abkürzungen 
VOn- | 
N ) ka’ 3a F | 
Ten. * T ⸗ (1 3 ) Bi 183 
| 27 ( | 23 ( | 23 
nab- 
das Hookesche EKlastızıtätseesetz (42) ereibt. Bemerkenswert ıst. daß der Schubmodul @ 
für isotherme und adıabatische Zustandsänderungen derselbe ist. Die Querkontraktionszahlen 
72): v und »* und damit die Elastızitätsmoduln E und E” (s. Gl. 39) sind jedoch voneinandeı 


verschieden, allerdines nur um Beträge, die erfahrungsgemäß sehr klein sind. 
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Zur Berechnung der Eigenwerte für achsensymmetrische 
Schwingungen von Hohlzylindern. 
Von J. Lennertz ın Darmstadt. 


ei achsensymmetrischen Schwingungen eines Hohlzylinders, dessen Innenradius r;, dessen 
I Außenradius r„ und dessen Länge I ıst, lassen sich für achsensymmetrische Schwingungen 
die Eigzenwerte der Drillungsschwingungen ın allen Fällen leicht bestimmen. Die Berechnung 
der Eigenwerte für die gekoppelten Längs- und Radıalschwingungen führt auf eine recht 
schwierige Periodeneleichung, die von 3. Ghosh') aufgestellt Ist. Ks läßt sıch jedoch zeizen, 
daß es hierbei zwei Reihen von Eigenwerten gibt. Für die eine Reihe ergeben sich gute 
Näherungen aus dem Fall reiner Längsschwingungen; dieser Fall ergibt kleine Schwingungs- 
zahlen. Die zweite Reihe ergibt große Schwinguneszahlen:;: ıst die Länge I! geeen r; und 
r., groß, so liefert hierfür der Fall rein radıaler Schwingungen Näherungswerte. Um dies 
zu zeieen, muß man «lie Periodengleiechung ın einer andern Weise als Ghosh anschreiben. 


I. Die Grundgleichungen. Es werden Zylinderkoordinaten «, r, d zugrunde gelegt. Sämt- 
liche Verschiebungen sind von # unabhängig, also Funktionen von x, r und der Zeit f, und 
zwar sei # die Verschiebung in der Achsenrichtung x, ® sei die Verschiebung in der radialen 
Riehtune r und "= die Verschiebung in tangentialer Richtung. Die Bewegungseleichungen 


lauten’): 


ET Ilm 1166500 — 
9 Il, \ (7 0939— 

O1‘ M 2 OÖ x -or 

0’®v I (m GO (dog 
Da \ \ If > j 2 (1). 
ir 77 je Or 0) X 
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Hierin ist o die Dichte des Zylindermaterials, @ der Schubmodul und m die Querkontraktions- 


N \ 
u | « * — 
zahl, ferner ıst 9 | (rer) die Volumdilatation, und 
OÖ x or 
In Nm 0 O7 
Im \ Fon I’ m 7 209 z z * 
"73 0) A OA 03 


sind die Wirbelkomponenten des von 9 unabhängigen Verschiebungsvektors. 


2. Die Periodengleichung für die Drillungsschwingungen. Die dritte der Gl. (1) ist eine 
Gleichung für die Drillungsschwingungen ä allein mit der Lösung 


€ PER... | 
TE \ |.cos (n„E-+g ,„)cos IN. {2.0 Ei 0 di » 
I 


Hlierin bedeuten /, und N, die Besselsche bzw. Neumannsche Zylinderfunktion p-ter 
Ordnung, A, sind Konstanten (Längen), und außerdem ist 


In (3) ist berücksichtigt, daß für 2=0 und für »—=1 die Schubspannung 7T,,, G-=— ver: 


schwindet. Ferner muß an der Innen- und Außenfläche des Zylinderrohres, also für r = r; 


( Is \ — 
und # °°r,. die Schubspannung r,s=Gr, |) verschwinden.  Berücksichtigt man die 
or\r 
Beziehung - 
d | 4 
I— I, (x r)} fer) 
dr\r Be’ 


(entsprechend für N,, N,), so ersieht man, daß auch die Randbedingung fürr=r; und r=r, 
erfüllt ıst, wenn die 2, Wurzeln der Periodengleichung 


J. Ghosh: Bull. Caleutta Math. Soc. Bd. 14 (1923/24), S. 31 bis 40. 
Vel. Handbuch der Physik, Berlin (1928), Bd. VI, Kap. 4, Ziffer 14, S. 328. 
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l,(z ;) N, (# Ya) Il, (x r.) N, (x r}) ' Pr 6 


sind®). Die Wurzelwerte dieser Gleichung sind in den Tafeln von Jahnke und Emde zu 
finden. 

3. Die Periodengleichung für die Längs- und Radialschwingungen. Für die gekoppelten 
Länes- und Radialschwingungen folet aus den beiden ersten Gl. (1) ın üblicher Weise 








I J 
\ . vıx \ 3 VAL. 
u COS(P, ! y’.„) cos / [ 6) COS Pf -ıy’„)sSın ] V. 09) (4). 
v—| 
* r a ‚ (\ H (-) . 
Für #0 und «=! verschwindet hierin die Spannung 0, = 2 4G |, »l. Mit den Be- 
0) x IH * 
ziehungen 
0 vr II 2 0 2 Ä 
Ba Ay en r TR (ti) 
G F / 2600 I) G 4 y 
und den Konstanten Ü,, D,, F,, @, wird 
— 
6. —DD— G,N, (u, r)] 
(4b) 
v7 
V, IC,I,(A,r)+ D,N, (A,r)] — u,[F,I,(u,r)+@G,N, (u, r)] 
Die /, sind immer reell, die «,„ können reell und imagınär sein 
Für r=r; und r = r,„ müssen die Spannungen 
( x (-) C „ 0? 
0 Ztr!; „| und PPT—:)E —— 
0) r It — 0) Tr 0) X 
verschwinden. Daraus ergeben sich folgende vier Gleichungen 
) 7 dd / ] dd \ f | 1 J ] dd / 
{ (/ a - I) (/ } / | L WIE 4 = #4. u, 23 
/ 43 dı m AN 4 \ "dr 
(da) 
| ) T dl 
li, U," } \ (U. N) Z W; t,„#) 0) lür 3 N‘; und» ur 
ı 8 l dı 
iv” 7tc , N Ira ER 
eı ! J | . d .\ . | 
| j: A, Id, / (A, MD, \ (/„ )) / u,\#, / (dt, u N. 0 | 0) (56) 
für v=r und r=F, 


Drückt man in den beiden Gl. (5b) €, und D, durch F, und G, aus und setzt diese Aus- 


drücke ın die beiden Gl. (5a) ein, so erhält man zwei Gleichungen für F, und G,„. Durch 
Nullsetzen der Determinante erhält man mit Berücksichtigung von 





— * 
Ben HH 2.73 TR 
dy 1 J J Y 1 
die Periodeneleichung 
P,(r:)-Q, (r,) Pine, 5% . 6). 
Hierin ist 
pP | (v” 7° N, Ar 
un * rim Hs 14, ‚ıid,.7r) 
m—2aı /‘ 2. u ei. 
2 1” 
- ıt, Ä ' 
Ih En 
22: IATTARATE N FIN, A, Fa Z I,(4,r) s I Ay (6a) 
| E hy IM, 
/ 2 7 J I. r s | r 2 | 
Pill tur) LilA,r.) I (u, r.) 2.14.00 17» N .(A, r) m \ (Ay 
Vel. hiermit J. Ghosh: Bull. Caleutta Math. Soc. Bd. 13, S. 217 bis 220 (192223); auch Handb. d. Physik, Berlin 


1928), Bd. VI, Kap. 4 Ziffer 15, S. 329. 
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IN I4 F \ IA,» FF \ If N"; \ / ) > / / IA, ff) l.\/ ”) ‚(6b) 





\/ 1,14, 12) N, (A, ni v:) NA 7 (be), 
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Die Wurzelwerte /,. «,„ aus der Periodengleichung (6) und der aus (4a) folgenden Beziehung 


It Eu7 r (7 


befriedigen das Eigenwertproblem für die Längs- und Radialschwingungen des Hohlzylinders. 


l. Die erste Reihe der Eigenwerte. Es zıbt eine Reihe von Wurzelwerten für (6). denen 
„kleine* Schwingungszahlen?) entsprechen. Um hierfür Näherungswerte zu finden, benutzen 


wır die Reihenentwieklungen der Zvlinderfunktionen für kleine Argzumentwerte und setzen 


unter Vernachlässieune der höheren Gliedeın 





) .) > 
F — 4 
/ ! | N / ) Y / \ f 
* I J } 
ıe Kkandbedineuneen (Da) und (>b) lauten danı 
) { 
2, | | 
{ ) 
| I) ' | 
1 1 It ⸗ 
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li 5 I u) [tl } / J J 
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j / 2* / * | 
( /) j / { 9 
) — >» I 
* J ISDl 
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1 | 
} J IN 9 J 
Subtrahlert man die Gl Sa) mt 7; von de entsprechenden mit 9 med ebenso die durch 4 
' ' 2 . i : — 
dividiert — SD). hiilt le I’ e eine der (ıl (N eT 4 Bar mm :;) bei. ne) erYoeeDen sıch vier 


(leiehuneen für ( D. F. GG: die Determinante (dieses (leıchunessvstems lautet mit Berück- 


sıehtieune von (1 





\Wıll man dureh Nullsetzen dieser Determinante aneenäherte Eizenwerte erhalten. so muß 


man den ersten Klammeransdruek eleieh Null setzen. da sich aus der Voraussetzune kleiner 


und #. keine Betlineuneen für die Größe der Radıen r; und r, ergeben sollen \Man er- 
hält also eine auadraätische Gleiehune für u“ diese Gleichung liefert den einen Wurzelwert 
) T 
mit den Schwinzungeszahlen Od: ci veite Wurzel ıst 


(10a). 


II 1 
Hiermit ereıbt sıch aus (7 

) 

II Ze 
(ob). 

r 
8 wırd also reell und u marınar., Die entsprechenden Scehhwineuneszahlen aus (4a) sınd 
—* 1 ) fı J / } 
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worin E den Elastizitätsmodul bezeichnet. Die Schwingungszahlen (10e) würden sich ebenso 
ergeben, wenn man reine Längsschwingungen eines Stabes von der Länge des Hohlzylinders 
zugrunde legen würde. Für einen Vollzylinder ergeben sich beim gleichen Problem dieselben 
Schwingungszahlen in erster Näherung?). 


3. Die zweite Reihe der Eigenwerte für große Länge. Ist die Zylinderlänge groß gegen- 
über den Radien, so ergibt sich aus den Ausdrücken (6) durch Vernachlässigung der Glieder 


4 | 
Im o 
1: 
IL | 7 IH, ] m | N Hy \ 
U," (u. Y;) 4, rı)ll Tu, Pr BE — Dee 
m —2' 7 Wr pi «VW ———— RB: 
(il). 
HZ | bi, m l — Hu . 
3 U» I ,(u, N) - iu, Ya) au N IB, N) \‚("„r;) 
am 2 f Im 2 N; 





Dies ıst die Periodengleichung, die sich für rein radiale Schwingungen eines Hohlzylinders 
ergibt. Diese Gleichung ist von I. R. Airev*®) aufgestellt worden, der auch die Berechnung 
ihrer Wurzeln angegeben hat. Diesen Wurzelwerten entsprechen „große“ Schwingungszahlen. 


6. Zusammenfassung. Bei achsensymmetrischen Längs- und Radialschwingungen eines 
Hohlzylinders ergibt sich also eine Reihe von Schwingungszahlen in der Nähe der Schwingungs- 
zahlen für reine Längsschwingzungen eines Stabes von gleicher Länge. Außerdem gibt es eine 
zweite Reihe von Schwingungszahlen: bei großer Zylinderlänge liegt die zweite Reihe in der 
Nähe der Werte, die sich bei rein radialen Schwingungen des Hohlzylinders ergeben. 66 


‚ Vel. Love-Timpe: Lehrbuch der Elastizität, Leipzig u. Berlin (1907), Kap. XII, S. 334 
6) J| R. Airey, Arch. Math. und Phys. (3), Bd. 20 (1913), S. 289. 


Über die Stabilität der Bewegungen des Pendels 
mit oszillierendem Aufhängepunkt. 
Von K. Klotter und @. Kotowski. 
Deutsche Versuchsanstalt für Luftfahrt. Berlin- Adlershof.) 


I. Aufgabenstellung. Dem Problem der „Gleichgewichtslagen* eines Pendels, dessen 
Aufhängepunkt ın Erschütterungen versetzt wird, und der „Stabilität“ dieser Gleichgewichts- 
lagen sind schon eine Reihe von Untersuchungen gewidmet worden')?)®). Die Ergebnisse 
dieser Arbeiten stehen jedoch weder unter sich noch mit den Folgerungen aus der streneen 
Bewegeungseleichung vollständig ın Einklang. Es erscheint deshalb notwendie, das Problem 
von neuem aufzugreifen. 


2. Bewegungsgleichung und Mittellagen des Pendels. Wir beschäftigen uns mit einem sich 
im Schwerefeld um die Achse O0 drehenden physikalischen Pendel, das die Masse m, das 
Trägheitsmoment 9 = m k? bezüglich der Drehachse 0 und "somit die reduzierte Pendellänge 
!—k?’/s besitzt (Bild 1). Wenn die Achse O ruht, hat das Pendel bekanntermaßen eine stabile 
Gleichgewichtslage y=0 und eine Jabile y=7#. Wenn der Drehachse O eine harmonische 
Bewegung mit der Kreisfrequenz (2 und der Amplitude A ın einer 
unter dem Winkel 9’ zeren die Lotrechte geneigten zeraden 
Linie erteilt wird. so lautet die Bewegungseleichung des Pendels 
in bezug auf die Lotreehte dureh O in einem mit der Führung be- 
wegten Koordinatensystem (Bild 1) 





Ju +Gssiny—m As !2sın (d — y)cos 2t=0 . . (la) 
oder 
( A Be 
1’ 4 J — 208 cos IH sın (3° sın d’ cos (2 tcos 0 (1b). 
| | I I Bild] 


Diese Differentialeleiehunge ist nieht linear: sie weist überdies zeitabhängeize Koeffizienten auf 
Alleemein läßt sie sieh nieht inteerieren, so daß die allgemeinen Bewegungen des Pendels 
1) 45.Greenhill: Rep. and Mem. Nr. 238, 1915. 


2, P. Hirsch: Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930), S. 41. 
3) A. Erdelyi: Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934), S. 235; Bd. 16 (1936), S. 171. 
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nicht angegeben werden können. Gäbe es jedoch Bewegungsformen, die mit nicht großen 
Schwankungeen der Koordinate ı(#), also ın der Nähe fester Laeen a, verlaufen. so ließe sich 
die Bewereuneseleiehune dureh den Ansatz 


1) 7 ph) mit 510 ERBE (2) 


/ 


linearisieren und so auf einen behandelbaren Typ bringen. Unter Benutzung von (2) folgt 


nämlich weeen 
sin (0° — yr) = sın (d’ — a — g) = sın (& — a) — Pcos(d’ — a) . . (8) 
als Gleiehune für dıe neue Koordınate  {f} 


(f | i . 4 e A * ⸗ 
Pr COS a (cos (0 a) cos (21 SINn a4 (" sın (Ö a)cos tt . (4a). 


] Dass * I l 
N\ımmt man noch eine Transformation der unabhängig Veränderlichen vor. indem man ft x 
setzt. so gewinnt sie die Gestalt 
" 7 | Y A 


. 2 ‚ i 
cos a7 cos (Od a)eos.r . sin a sın (0 alcos.ır ., .. . f@b). 


12°? | | | 4; | 


und man erkennt, daß sie eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit periodischen 
Koeffizienten und zwar eine inhomogene Mathieusche Differentialgleichung?) °) entsprechend 
der alleemeinen Form 


H uli-+-y cos.) Stu) : . i ) ; j (,)) 
| | | U | 
ist. Die Belegungsfunktion hat als ersten Parameter / jo:e0sa, als zweiten Parameter 
| , ' ’ » . 1 .r [zZ ver + . 
| eos (NM a), die Störungsfunktion lautet s (.r) , + y” eos .r: Störungsfunktion und 


Beleeunesfunktion haben hier dieselbe Periode. 


ls hat sieh nun eezeiet. daß ein Pendel mit schwingeendem Aufhängepunkt tatsächlich 
Beweruneen a (NM ın der Nähe fester Laren a ausführen kann. Solche Beweruneen werden 
dureh die Differentialeleiehunge (4b) beschrieben. Und zwar kann das Pendel Bewerungeen 


nicht nur um die Laeen @«=0 und «a r (die Gleieheewichtslaeen des Pendels mit ruhender 
\chse) ausführen. sondern es sind auch Beweeuneen um Laeen «—-0 und «a ı möelıch. 


Solehe neuen Lagen a können jedoch nieht mehr als Gleichgewichtslagen ım alten 
Sinne bezeichnet werden, da das für Gleichgewichtslagen geltende Kriterium: „y= «a Ist eine 
lösung der (ursprünglichen) Bewegungsgleichung* dann nicht mehr erfüllt ıst. Wır müssen 
vielmehr die neuen Lagen in anderer Weise kennzeichnen, also die bisherige Definition der 


(leicheewichtslaren erweitern. 


Kine solehe erweiterte Definition wird zunächst nur für stabile Gleichgewichtslagen «, 
v4 V — nn: Sie lautet 


Ad, lım | \yıäads u. AMT Em Ma ze: (6). 
Kt My 


Die dureh Gl. (6) bestimmten stabilen Lagen a, werden wir als „Mittellagen* bezeichnen. 
\Weren der Zerleeune (2) folet aus (6) die Bedingung 
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lim Ga— er | nu ee Te 


x 00 v 


lır ner nette Koortdınate HEHAM 


\ls Lösung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung setzt sich die Funktion 9 (.r) 
zusammen aus der alleemeinen Lösung q,(.#) der zugehörigen homogenen Differentialgleichung 


und einem partikularen Integral 9,(.x#) der inhomogenen, 


Physik und Technik. Ergebn. d. 


\. Erdels \reh. Elektroteehn. Bd. ?9 (1935), S. 485: Ann. Phys. ( Ba. 23 (1935), 8. 26. Wegen der relı 


Framı hei der Behandlung der Differentialeleiehung wird auf diese Arbeiten sowie auf die in ihnen 
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(Dabei verstehen wir unter 9,(#) nur jenen Anteil des Partikularıintegrals, der nicht in g, () 
enthalten ist.) 
Die Forderung (7) für eine stabile Lage, d. ı. eine Mittellage, wird damit zu 
X x 
| | 
lim 15 4s5—- lim 40. (0) d —0. ur — MM. 
X 4% K t 126 KL 


0 u 


Da diese Gleichung für alle Werte der in g, («) vorkommenden Integrationskonstanten (d. i. für 
alle Anfangsbedingungen) erfüllt sein soll, folgt, daß jeder Summand für sich verschwinden muß: 


a 
N “; 
lım \y,DdE B.; . ur , .» I10al. 
>00 

() 
wi 
lim \o9,(&)dE=0 | Gr  ;  ° 
>n % 


Wenn 9, eine beschränkte Lösung der homogenen Gleichung ist, d.h. wenn in der all- 


gemeinen Form 


(2) = B, #* fie) + D,® BE ni 3. en 55 EEE 


(j 

ng 

wobei f(#) und (x) periodische Funktionen mit der Periode 27 und B, und B, Integrations- 
— — 

konstanten sind, auch noch a imagıinär, also u == iu, aber si (in = ganze Zahl) ist, so ist (1Va) 


erfüllt. 
Der Bedingung (1Ob) kann noch eine andere Fassung gegeben werden. Als partikulare 
l,ösune einer ınhomoeenen Mathieuschen Differentialeleichune mit einer Störunesfunktion 


s(.), die als Periode die Periode 20 der Belegungsfunktion hat, ıst nämlich 9,(x) eine 
periodische Funktion mit dieser Periode, falls «=Fin/2 ıst. Somit kann die Bedingung (10b) 
ersetzt werden durch 

E PRISON S 2 re —— 


In der Lösung 9, (x) tritt neben den Parametern 4’ und y’, d.h. den bekannten Größen 


4,4 und der Unbekannten a auch noch die Unbekannte « auf, während in 9, (#) neben A 
und (3 als Unbekannte ledielich « vorkommt. Deshalb kann nicht (10a), wohl aber (10b) 
bzw. (10b’) zur Bestimmung der Mittellagen dienen. 

Mittellagen (d.h. stabile Lagen) a, sind jedoch nur solche Lösungen von (10b’), die zu- 
gleich auch (10a) erfüllen. Es ist denkbar, daß sieh als Lösungen von (10b’) Lagen a er- 
geben, «die (1da) nicht erfüllen. Sie bezeichnen keine Mittellagen (stabile Lagen) «,. 

Für die labilen Lagen ist hier überhaupt noch keine Definition gegeben worden. Eine 
solche Definition kann etwa dadurch gegeben werden, daß man die Lösungen a von (10h) in 
stabile, a,, oder labile, «,, trennt, je nachdem, ob mit diesen Parameterwerten auch (10a) 
erfüllt ist oder nieht. Ein solehes Vorgehen wird dureh die bisherigen Untersuehungen und 
Ihre Ergebnisse nahegelegt, und wir werden im folgenden demgemäß verfahren. Man darf 
dabei aber nicht vergessen, daß hierin ein großes Maß von Willkür lieet. Es kann sieh z. B. 
erzeben, daß (wie dıe weitere Untersuchung tatsächlich zeiet) die Lösungen a von (10b) sich 
nicht in gleicher Zahl als stabil und als labil erweisen. 

Kine andere Möglichkeit der Definition von labilen Lagen besteht in folgendem Ver- 
fahren: Man stellt zunächst die den beiden Bedinzeungeen (10a) und (10b) genüzenden Mittel- 
lagen y =a, fest und sucht dann jene Zwischenwerte auf, von denen aus eine Bewegung 
(gegebenenfalls unter Festsetzung bestimmter Anfangsbedingeungen) nach der einen oder anderen 
Mittellage ya, hinstrebt. Diese Zwischenwerte 5 können dann als die „labilen Lagen“ 
definiert werden. Auf diese Weise erhält man stets ebenso viele labile wie stabile Lagen. 
(Es ıst dabeı übrigens noch nicht erwiesen, daß in solehen Gebieten, in denen nach beiden 
Definitionen labile Lagen auftreten, diese Lagen übereinstimmen.) 


3. Integration der Bewegungsgleichung. Die in (4b) angegebene Bewegungsdifferential- 
eleichung, die für Bewegungen in der Nähe fester Lagen a gilt, werden wir nun unter ein- 
schränkenden Voraussetzungen über die Parameter 4’ und y’ bzw. 4” und y”, aber für be- 
liebige Erschütterungsriehtungen ’ integrieren. Die Einschränkungen bestehen darin, daß 
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wir schnelle und kleine Schwingungen des Aufhängepunktes, also 10: | und Ali 


voraussetzen. womit sıch für die Parameter 





7 A 
/ 7 CO> (A | j ] (U) S (Od (1) | 
(12) 
' ‘/ : ‚ A . ’ 
/. jpema we y sın (0 (t) | 


ereibit 

Das Integrationsverfahren stellt eine Erweiterung der von van der Pol) für vertikale 
KErschütterungsriehtung (9° =0) und Bewegungen um die ursprünglichen Gleichgewichtslagen 
V undı r dureheeführten Untersuchungen auf Bewegungen um die neuen Lagen «a dar. 


a) Die Lösungen g,(re) der zu (4b) gehörenden homorzenen Gleichung 


J— X J 
oo +YplA +y ooSs@)=VU. . . 0.0.0.0. 0. (iD) 


d 


bestimmen wir nach der Hillschen Auflösungsmethode”), mit deren Hilfe man in dem all- 
eemeinen Integral (11) (infolge der für dıe Parameter 4’ und y’ vorausgesetzten Beschränkungen 
auf Werte, die klein gegen Eins sind) einerseits den „charakteristischen Exponenten* u als 
Funktion der Parameter 4° und y’ explizit angeben, andererseits die Fourierkoeffizienten «a, 
und 5, der beiden periodischen Funktionen f(*) und 4(.#) leicht bestimmen kann. 

Für die a, (bzw. b,) bestehen die Gleichungen 


' ] / | ı\ 
PA gz A, (d,_, Tr(dyr;) 0 . (1). 


Aus den GlIn. (14) und auf Grund der mit der Konvereenz der Fourierschen Reihe 


zusammenhängenden Eigenschaften der «a, folgt nun (unter Beachtung von #1, y’=< N: Es 
ist Ad,r, (bzw. @ u+,„) um mindestens eine Größenordnung kleiner als a,„| (bzw. 'a_„): 
ferner sind a, ,„ und a „ von derselben Größenordnung, und es muß «?—+ 7%" um eine Größen- 


ordnung kleiner als y’ sein. Man kann daher alle Fourierkoeffizienten von ax, und a „an 
streichen und erhält so die drei Gleichungen 


[2 





Ir ‚a rt dt.) ol 
A - |‘, () (15) 
dA Pod 0) 
Sıe liefern 
a_, 46, a: a.=c0slö’ —-Aa. . .: 2: 2 2... MO). 
i 0») 3 


a, ist die alleın übrıiebleibende, wiıllkürliche (von O verschiedene) Konstante. Die (Hillsche) 
Determinante des homogenen Systems (15) muß verschwinden: somit besteht zwischen u, 4 


und y’ die Beziehung 
/* /. ) eos (A = cos? (N as. , . . . : r . (17). 


"ür die Fourierkoeffizienten 5, ergeben sich bis auf eine willkürliche Konstante b, die- 
selben Werte (16) wie für die Koeffizienten a,, da «a in den Gln. (15) nur quadratisch auf- 
trıtt. las Vorzeich: N also keine Rolle spielt. 

Als allgemeine Lösung der homogenen Differentialgeleichung (13) erhält man die Funktion 


| ’ 
J a Br \ | eos (N )COS.r De 2 | - eos (d 03008 , z (18) 


453 { eos (ie r t- 3 | WR COS * 606 — j s i - — 11844. 


abei bedeuten die Größen Ü und D bzw. C, und €, Integrationskonstanten. 





4 
{ll 


ON 


S) 
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«ist dureh (17) gegeben; man erkennt, daß in diese Bestimmungsgleichung für « die 
lare a als zunächst unbekannter Parameter eingeht. 


b) Um die allgemeine Lösung der inhomogenen Gl. (4b) zu erhalten, müssen wir noch 


ein partikulares Integral jener Gleiehung bestimmen. Da man weiß, daß 9,(x#) mit 2 
periodisch ist, geht man mit einem Fourieransatz 9, (.) > e„ e'’* in die Differentialeleichung 
l T. 


ein und erhält für die Koeffizienten e, ein inhomogenes System von unendlich vielen Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten. Man sieht aber leicht, daß die Voraussetzunrzen über die 


Parameter 4’ und y’ wieder ein rasches Abbrechen der Fourierentwieklung und zwar wieder 
nach dem zweiten Glied gestatten. Aus dem unendlichen Gleichungssystem bleiben nur 


die dreı Gleichungen 
C | C o+=>(eo,+ec_,) * C = 6 u. (19) 


übrıe. Aus ıhnen folet 
(19a), 
so daß das partikulare Integral die Form 

DIE BE Tara u 


annimmt. Die GlIn. (19) werden zu 


/ a9 ’ nr 
B. 4 0, 8 A + c,Y /. .(19b) 
und haben die Lösungen 
y 7) 2 En = [7 a 
mono 6, RT DIT, 7 u BE BE BE BEE Bu Sr Bu a (19e). 
/ 4‘ ’ 
Dabei muß man fordern, daß der Nenner ==0, d. h. wegen (17), daß u =F0 ist. 


4. Bestimmung der Lagen «a und des Bewegungsablaufs (Stabilität), wenn u. == 0 ist. Zur 
Bestimmung der Lagen a dient die Gl. (10b’). Sie liefert, da y, (x) die Form (20) hat, die 
Forderung 

rise . . +: res 


als Bestimmungsgleichung für a. Nach Einsetzen der Werte für y’,7’” und y”,2” kommt 


A? | e ) y’ 4 
TE We u 


a en (2la) 


oder 

sin2(ö — a) Ily . 
= - al ; ) ; f ‚(21b). 

sın «a A? 42° 

Diese Bedingung für die Lagen « stimmt überein mit der 
ın allen früheren Untersuchungen gewonnenen Formel. 
Sıe liefert Lagen a, die für alle Intensitätsparameter 
.. Bi, Me er * 
Saga N die in Bild 2 angedeuteten Winkelräume 
fallen. Die Abhängiekeit der Lagen « vom Parameter £ 
eeht aus Bild 3 hervor’). 

Nachdem die Lagen a bekannt sind, kann nun ver- 
möge der Beziehung (17) der charakteristische Exponent u 
und damit die Lösung der Bewegungsgleichung angegeben 
werden. ‚Je nachdem, ob sieh dabei die Beweeune um 
die Lagen a als beschränkt oder als unbeschränkt erweist, 
d.h. ob die Bedingung (10a) erfüllt ist oder nicht, nennen Bild 
wir eemäß der Verabredung, die wir auf S. 291 über die 
Verwendung einer Definition der labilen Lagen zetroffen haben, diese Laren stabil oder labil. 
Die Beschränktheit oder Unbeschränktheit der Bewegung hängt, wie man aus Gl. (18) erkennt. 
von dem Vorzeichen der Größe ur ın der Gl. (17) ab: 





5) K. Klotter: Über die Fehlweisungen von Meßg-räten unter der Wirkune von Ersehütterungeen. Jahrbuch 
d. Deutschen Luftfahrtforsehung 1939. 
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Bild 3. 
Ks wırd mit u 0) die Beweeune beschränkt. 
mit u 0 die Bewerune unbeschränkt. 
Der Fall u 0) wurde {S. 293) auseeschlossen. er wird später eesondert behandelt 
Unter Beachtune von (?1b) entsteht aus (14 
A: R cos (V' (U) 
Hl „sn : ; ; , } (22). 


2l 


sın a 
Da wir ohne Beschränkung der Alleemeinheit der Untersuchung für alle Betrachtungen 
die Ersehütterunesriehtune 9° zwischen 0° und %’ voraussetzen dürfen, ist stets sind’ >, 
I. Für die im ersten Quadranten befindlichen Lagen «a ist wegen VD=a= der Faktor 


sına DO und wegen 9 7 WM" auch cos (d' 7 0): das ergibt u 0, 
2. Für die im zweiten Quadranten befindlichen Lagen W’—+0’=Z az 180" gilt einerseits 
sina>0, andererseits eos (d’ —a)<0U Damit wird ı >VO. 


Für die im dritten und vierten (uadranten befindlichen Gleichgewichtslagen a (sie 


liegen zwischen -W" +09" und ISO’ 9) ist sina<0O. cos (O —a)<O und daher ®<oO, 


5. Lagen « und Bewegungsablauf (Stabilität), wenn «0 ist. In diesem Falle lautet das 
allgemeine Integral der zu (4b) gehörenden homogenen Differentialgleichung (15) 
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p,(&)=B,[1+7’'cos#z]+B,[x (1+y cos«) - 25 sin æ—B, p S B p). . (23). 
Kın partikulares Integral der inhomogenen Gl. (4b) erhält man aus 9,, (x) und 9,, (. 


(z. B. nach der Methode der Variation der Konstanten) zu 
pn (8) => —/i,+ yy'lty ( COS ır) wi a ee, Von 


wobei Glieder, die in y’ von dritter Ordnung klein sind, vernachlässigt wurden. 


Zur Bestimmung der Lagen «a benötigen wir ein partikulares Integral y,(&), das der 


Bedinzeune (10b’) genügt. Dazu muß 


I. die Konstante aus 9, (#) entfernt weraen und 


>. der Koeffizient des Gliedes mit x? verschwinden. 


Die erste Forderung kann durch Hinzufügung einer Lösung Bl -+ y’ cos.r) der homogenen 
Gleichung erfüllt werden, indem B= —- y" gesetzt wird, die zweite Forderung liefert 
| 
19 ’ ‚ 
4 u ) ’ / 0 
(wodurch 9,(#) zu 9, (x) „”eosxz wird), und man erkennt, daß sıe identisch ist mit der 


Bedingung (21b). Diese Bestimmungsgleichung für die Lagen «a gilt daher auch in dem früher 
ausgeschlossenen Fall u =0 und somit stets. Es ist daher auch hier erlaubt, den Ausdruck (22) 
zu benutzen, in dem (21b) verwendet ıst. Aus (22) geht hervor, daß « dann zu Null wird, 
wenn entweder 

sın Ö' () oder cos (NV Aa) ), (2) 


ist. Die zweite Bedingung (25) beschreibt die Lagen, dıe um 90" gegen die Erschütterungs- 
richtung gedreht sind; sie werden (wie aus (21b) hervorgeht) nur für die Erschütterungs- 
intensität © =0 erreicht und brauchen uns deshalb nicht weiter zu beschäftigen. Für die 
KErschütterungsriehtung 8° =-0, die der ersten Bedingung (25) genügt, geht die Gl. (21b) für 
die Lagen a über ın 


sın 2a tlg 1 
—1310 
sın a A’ sp 
und mit a@a==-0 und aın 
a1, 
COS Aa J (>Ie’) 
Bor. Ber Mr. 


Diese Gleichung bestimmt zwei Lagen, je eine im zweiten und dritten Quadranten. Da die 
Lösung y,(x#) in diesem Falle wegen «—=0 unbeschränkt ıst, sind die beiden Lagen labıl 

Man muß jedoch beachten, daß für die Erscehütterungsriehtung 9° 0 nieht nur die 
beiden (neuen) durch (21e’) bestimmten Mittellagen existieren, sondern daß auch @«=-0 und 
a=r Lösungen von (2le) für alle Parameterwerte sind; [sie sind darüber hinaus eigentliche 
Gleichgewichtslagen, d. h. Lösungen der ursprüngliehen Differentialgleichung (1)]. In diesen 
beiden Fällen wird die Differentialgeleiehung (4b) für Bewegungen um die Gleichzewichtslagen zu 


+ 91:57 00: 5 46111 


Sie ıst homozen zeworden. Die Lösungen dieser homogenen Differentialeleichung (26) erzeben sich 
aus den früheren allgemeinen Betrachtungen. Der charakterjstische Exponent folgt aus (17) zu: 


| 4 A’ * 
„u T | 0? ) 1? . . . . . ° . . . . . . . iS) 
und p,(f) aus (18a) zu: 
A 
7,(f) = GC, cos (u (1 -c,)1 + ] eos Qt (2). 
Aus (27) sieht man ohne weiteres, daß für die hier vorausgzesetzten schnellen und kleinen 
Schwineuneen die Laee @«=0 ımmer stabil und dıe Lage a  solanee stabıl ıst, als 
A? 1. 
Lu /? | (2 Ist . 


6. Vergleich der Ergebnisse mit denen der früheren Arbeiten. Sofern wir als Definition 
für die labilen Lagen die erste der auf S. 291 erörterten benutzen, erhalten wir für die Lagen «a 
(Summe der stabilen und labilen Lagen) dieselbe Bestimmungsegleichung, die alle früheren Ver- 
fasser erhielten. gleichgültig von welchen Überlerungen sie im einzelnen auseingen. 

Bezüglich der Stabilität dieser Lagen stimmen die Aussagen der Arbeiten von G.Greenhiıll'), 
P. Hirsch?) und der daran anschließenden von K. Klotter*) unter sieh überein. In jenen 
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Arbeiten wird auf die Stabilität bzw. Labilität der Laren aus dem Vorzeichen des Koeffi- 


z\enten «' 


(n” 3 608 a H,2p0os2 N (1) (29) 


in einer Gleichung 0 . AN 


eesehlossen. Eine solehe Betrachtung liefert das Ergebnis, daß von den stets vorhandenen 
zwei bzw. vier Gleichgewichtslagen jeweils die eine Hälfte stabıl, die andere labil ist, und 
daß diese stabilen und labilen Lagen abwechselnd über das Azimut verteilt sind. Sofern (beı 
eenüzend großer Erschütterungsintensität) vier Gleichgewichtslagen existieren, sind die beiden 
der Erschütterungsriehtunz am nächsten liegenden Lagen a die stabilen. (Bei sehr starker 
rschütterung fallen diese stabilen Laren ın die Erschütterungsrichtung, die labilen ın die 
Senkrecehte dazu,) 

Demeerenüber liefert die hier durchgeführte, auf der Integration der Beweeruneseleichung 
([ußende Untersuehunze das Ergebnis, daß die Stabilität durch das Vorzeichen von in (17) 


bzw. von 1° «” entschieden wird. also durch das Vorzeichen des Ausdrucks 
m Y A? 103 2 
*® 10: cos a *— cos’ (d 1 en SR 
Die beiden Ausdrücke (29) und (30) unterscheiden sieh um das Glied 
—ãe— 
37. sn“ (0 tue ea rk io ie 


Je nachdem. ob dieses Glied das Vorzeichen des gesamten Ausdrucks beeinflußt, stimmen 
die Aussaeren bezürlieh der Stabilität überein oder nieht. Ein Unterschied der Aussaeen tritt 
also für die Lage mit dem kleinsten positiven z” ein. Die neue Untersuchung sagt (außer 
für @« =. 0) daß, wenn vier der Gl. (21b) genügende Lagen a vorhanden sind. drei von ihnen 

stabıl und eine labil ıst. In Bild 4 ıst mit (a) 


— — — — — u eine nach beiden Kriterien stabile. mit (b) eine 
A \sml6-a) — nach beiden labile und mit (c) eine nach dem 

— —— ersten Kriterium (Näherungstheorie) labile, nach 

r 03 20.2 dem zweiten Kriterium stabile Lage eingezeichnet. 

h (30) In Bild 3 sınd demgemäß die nach beiden Kriterien 


stabilen Lagen durch ausgezogene Striche, die 
nach’ beiden labilen durch unterbrochene Striche 
um die verschieden beurteilten Lagen dureh strichpunktierte Linien gekennzeichnet. 

Der in dieser Feststellung liegende Widerspruch zu der bekannten Regel, daß Gleich- 
vewichtslagen stets paarweise auftreten und bezüglich der Stabilität abwechseln müssen, findet 
seine Aufklärung darin, daß hier die erste der auf S. 291 erwähnten Möglichkeiten zur Definition 
labiler Laren benutzt wurde. Würde man die zweite der dort gegebenen Definitionen für 
die labilen Lagen benutzen, so erhielte man in der Regel (nämlich wenn drei stabile Lagen 
vorhanden sind) insgesamt sechs „Lagen“ (Summe aus stabilen und labilen Lagen). Wollte man 
die hierbei labilen Lagen aufsuchen, so müßte man Aussagen über den Ablauf der Bewegung 
in erößerer Entfernung von den festen Lagen a machen können. Solche Bewegungen werden 
jedoch nieht mehr dureh die lineare Differentialgleichung (4b) erfaßt, sondern werden durch 
die Differentialgleiehung (1) beschrieben; diese ist jedoch nicht mehr allgemein integrierbar. 
Immerhin ließen sieh «die aus dieser zweiten Definition ergebenden labıilen Lagen etwa 


Bild 4. 


experimentell feststellen. 

Die von A. Erdelyi’) bezüglich der Stabilität gemachten Aussagen widersprechen 
allen anderen Erzebnissen. Das von ihm benutzte Kriterium läuft, wenn man die Darstellung 
von den unwesentlichen Betrachtungen über die Dämpfung befreit, im Grunde darauf hinaus, 
daß für Stabilität einer Lage die Existenz eines beschränkten, rein periodischen und von Null 
verschiedenen partikularen Integrals 9, (#) der Bewegunzsgleichung (4b) gefordert wird. Da 
ein solehes Integral für die inhomogene Differentialgleichung (unter der hier allein untersuchten 
Voraussetzung «<_1) im Falle «==0 stets, im Falle «=0 unter Beachtung der Bedingung 
(21b) ebenfalls existiert, und für die homogene Differentialgleichung bei jenen Intensitäten [, 
die « zu Null machen, gleichfalls vorhanden ist, so hält Erd elyı, falls die Erschütterungs- 
richtung Ö°=-=0 ist (inhomozene Differentialgleichung mit «==0), alle (zwei oder vier) Lagen 
für stabil, und, falls die Erschütterungsriehtung in die Lotrechte fällt ($°=0), die beiden 
dureh Gl. (21e’) gegebenen (neuen) Lagen (inhomogene Differentialgleiehung mit u«=0) für 
stabil, die Lage a7 (homogene Differentialgleichung) aber nur für jene Erschütterungs- 
intensität, die « zu Null macht. 

Da die Existenz eines partikularen Integrals einer inhomogenen Bewegungsdifferential- 
eleiehung kein Stabilitäts-Kriterium darstellt, ist der Widerspruch erklärt. IS 
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Zusammenfassender Bericht. 


Genäherte Berechnung von Eigenwerten. 


Von L. Collatz ın Karlsruhe. 


— 


5. Abschnitt: 


Störungsrechnung. 

25. Die Methode im allgemeinen Falle. Die folgende Methode kann mit Erfolg angewendet 
werden, wenn zu dem vorgelegten Eigenwertproblem [1.1] ein „benachbartes* Problem, d.h. 
ein Problem, bei dem die Koeffizienten der Differentialeleichung wertemäßie nur „wenie ab- 
veändert“ sind, gefunden werden kann, dessen exakte Lösung man angeben kann. Die Ranıl- 
bedineuneen sollen beı beiden Problemen dieselben sein. Die voreeleete Differentialeleichune 
lasse sich also auf die Gestalt 


L[p])+AM[po]l=L2’[p] +AM" [op] + Npl+iKlol=0 . . . . (25.1) 

bringen, wobeı das „ungestörte* Problenı 
I[p]+iM*"fol=0. . . . . ie 6 
die bekannte exakte Lösung f,„,, mıt dem Eigenwert 4,,, besitzt. Der Eigenwert /,., sel ein 

einfacher ''). 
Nun wırd ein Parameter &e hinzugefügt: 

IF[y]+4NM*[p]+:N[o]+ei-Kleol=0 . . 2.20.20... 653). 
Dann entspricht e==0 der exakt lösbaren „ungestörten* und : | der zu lösenden „gestörten“ 


Differentialgleichung. Jetzt wird die Lösung f des zu (25.3) gehörigen Eigenwertproblems in 
Abhängiekeit von & betrachtet. Es wird nun die (im allgemeinen schwer beweisbare) Vor- 
aussetzung gemacht, daß sich Eigenwerte und Eigenfunktionen von (25.3) in eine Potenzreihe 
nach Potenzen von e entwickeln lassen: 


f\ — mix * ar { u * — — — "RUE ve. 5* —1 ö — ee i e i (25 1). 


(Geht man mit diesem Ansatz und g fu, = 4, In (25.5) hinein, dann folgt 
L- T. FT. * SI 


PX ? IF (fa, »] 7 J N [fa v ‚| r| I An» (2: »M "f»] 2 K fu,» J 0. 


0 i } ) ) u ) | 


Bei formalem Ausmultiplizieren der Reihen und Ordnen nach Potenzen von & folgt: 

Koeftizient von e°: Die . re en a a + 
e: Ma + Ka dd + A MI 0 : (56), 
©: fl + N far) + An» M* fo] 


+ PER ‚(M" fn..o] + K|fn, ı]) 0) (v 1.2.) 


Die erste Gl. (25.5) ist nach den obigen Voraussetzungen (vgl. (25.2)) von selbst erfüllt. 
Haben nun die Operatoren LF und M* die Eigenschaft, daß für alle den Randbedingungen 
genügenden Funktionen g,h gilt (das ist dieselbe Aussage wie beim Reziprozitätssatz in (4.7)) 


(g L’[n] —h T[g)) ds=dv, (g M*[n] -AM*[g))ds=0 .... 058), 


so kann man nacheinander die Unbekannten A,,,: fm: ms: fa. . bestimmen. Multipliziert 
man nämlich (25.6) mit f„., und integriert über das Grundgebiet, so ist nach den eben ge- 
troffenen Voraussetzungen unter Benutzung von (25.5) 


erh I han M* |f,. ‚ds fu fol + 9* M. Dde 0 


und man erhält für A,,, den Wert 


Ins o (N Ifn.o| ” has K TA! ds 


Ana — (25.01. 


— \1® Fun; ds 


*) Die Abschnitte 1 bis 4 des Berichtes sind in dieser Zeitschrift Bd. 19 (1939), S. 224 bis 249, erschienen. 

11) Der Fall des Auftretens mehrfacher Eigenwerte des ungestörten Problems ist bei Courant-Hilbert IC. 41 
S. 298 bis 300 und bei Schunek [S.4] behandelt. Die Übertragung der Methode auf Systeme linearer gewöhnlicher 
Differentialgleicehungen ist bei Schunek IS.4] 8.594 bis 597 angegeben. Über die Anwendung der Methode bei nicht 
linearen Problemen vgl. Pöschl |P.2] S. 35. 





OR B, — * — 7. angew. Math. Mech. 
In \ igenwert« Bd. 19 Nr.5 Okt. 1939 
Kntsprech berechnet man aus der Gl. (25.7) für »=2 dureh Multiplikation mit f,., und 
Inteeratioın ber das Grundzeebiet 
Fin. Wr, | SEE. | An. M A | = Ay. K If, ds 5.10 
. ur de), J 
F U — ds 
Oft wird man sich mit (25.9) beenüzen, man kann jedoch leicht auch noch weitere /,.; an- 
schreiben (vel. W. Mever zur Capellen [M.3] 8.300). Während die Anwendung von (25.9) 
ohne weiteres mörlıeceh ıst, erfordert (25.10) bereits dıe Bi stimmung der Funktion — d. Iı. dıe 
lösung eines Randwertproblems: f,,, muß den Randbedingungen genügen und der Gl. (25.6), 
in der man für /,,, den aus (25.0) gefundenen Wert einzusetzen hat. 

26. Die Methode in Spezialfällen. Man wırd oft versuchen, zu dem vorgelegten Problem 
ein benachbartes ınzestörtes” Problem zu suchen, bei dem ın der Bezeiehnune (25.1) des 
alleemeinen Falles entweder A V oder K=V0 ıst, d.h. bei dem nicht zurleieh das von / 
[freie und das mit / behaftete Glied der Differentialeleichung sich ändern. Wir betrachten 
zweı Spezialfäll: 

I. Spezialfall A=V0 V* |ol=p-p. e ungestörte Differentialgleichung laute 

\/ Y" und, / 
Pa |‘ / p* 0 (6 1). 
während die vorgelegte, gestörte Differentialeleichung die Gestalt habe 
Imli-; t 
Llol+i-pe= Lg) + Nlol+ipe=0. 
Hier liefern die Formeln (25.9) und (25.10) des allgemeinen Falles sofort 
\1/ ds 
/ / i - (26.2) 
| i ls 
fi N + An PT) As 
I ı (26.5) 
PIn. ds 
Wieder ist die Bereehnunge von /,., ohne weiteres möglich, während die Anwendung von (26.3) 
die vorhergehende Bestimmung von f,,,, also die Lösung eines Randwertproblems, erfordert. 
Nach Courant-Hilbert [C.4] S. 297 kann man das Randwertproblem durch Entwicklung 
der unbekannten Funktion f,,, nach dem System der Funktionen f,,.. fa... ; .. (vorausgesetzt, 
daß diese Entwicklung mörlıch ıst) lösen Multiplikation der (25.6) hier entsprechenden 
(Gleichung 
[na] + AmoD Fu + No) + An Pf) = 0 26.) 
mit fr,o und Integration über das Grundgebiet liefert nämlich (bei Berücksichtigung von (25.5) 
u 1 1 . .. 
und dem Umstand, daß fi.o der ungestörten Gleichung genügt) 


N no] + An pP Fo) ds 


Die Entwicklungsformel für die Entwieklung der Funktion y pf,,, nach dem normierten Ortho- 
ıpf 


eonalsvstem der Funktionen 


\ pt, I vr fn.ıy p Fuvds 


liefert dann 


Vielfachen von f,„,, eindeutig bestimmt. 


f,., ist ja nur bis auf addıtive Hinzufügung eines 
Man kann das Glied mit f,,, überhaupt fortlassen, wie es der Formel (26.5) entspricht. Man 
kann sieh übrieens von der Riehtigekeit dieser Formel unter Voraussetzung der Konvergenz 


I Ill (26 1) ibe 'zZzeueen. 


durch direktes Eınsetz: 








7 
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2. Spezıalfa 11. N=VÖO, also I 9— M" 4 pP’ m, IN 4 kg Jetzt steht 


der ungzestörten Gleichung 


dlıe oeestörte., voreeleete (Gleichung 
IIPIM IIPIäOAM) J u 5 66606 


vegenüber. Die allgemeinen Formeln (25.9), (25.10) liefern jetzt 


(26.7). 


(An kfunot Amokfnat Anı Pf) no ds 


Bu ET 
Pf ds 

27. Zusammenhang mit dem Rayleighschen Prinzip. Es besteht ein Zusammenhang 
zwischen den Formeln (25.9) der beim linearen Gliede abzebrochenen Störungsreehnung und 
dem vom Rayleighschen Prinzip gelieferten Wert R. Es liegt nämlich nahe, sich bei der 
Differentialeleichung (1.2): 

J 
dadurch ein „benachbartes“ exakt lösbares Problem zu verschaffen, indem man von einer die 
Randbedineungen erfüllenden, den erwarteten Verlauf der ersten Kizenfunktion ungefähr 
auseeht, und wie ın (15.2) dıe Funktion 





— .pg —0 


wiedergebenden, aber sonst willkürlichen Funktion f 


Hd 


I; Pnol 


D(s) 
P’Ino 
bildet. Setzt man P(s) — Yis), wobei /,., so gewählt wird, daß Y«s) eine Funktion 
ist, die Werte in Größenordnung der Einheit annimmt (man kann z. B. /,,. gleich dem Mittel- 
wert von P (s) setzen), so hat das Nachbarproblem Z[y]+ip: Y-y=0V die exakte Lösung 
7 f,,.. mit dem Eigenwert 4 =4,.,. Die zu lösende Differentialgleichung ist (1.2), man hat 
also den zweiten Spezialfall vor sich. Es ist 
p* P —* I: p (1 ; F 


Dann liefert die Formel (26.7) der Störunesreehnune als Verbesserune 


0 


bi N,0 . A so j . » . 
p ef, ds | / I; FR ds) 


40 


IL (1 Pf, "ds i J J ER ds\ 


Bezeichnet man den Rayleighschen Ausdruck (6.6) mit P 


no I; fi. 4 ds 


R R 
Umol EN ds 


so Ist 
ER 
0 0 
A, Anno | . (R Aua) 
e, s | Ti | R ua 

und der verbesserte Wert: 

r i (R EN 

. J 1,0 co” 

7 v Be 2 7 a + Wil), 

d.h. wenn etwa 7? positiv Ist, so Ist der verbesserte Wert 4,,. + /n,, kleiner als der Rayleıgh- 


sche Wert R und nur dann gleich R, wenn /,,., 
hier der Wert ZR spielt. 

Noch direkter ist der Zusammenhang zwischen (26.2) und dem Rayleıghschen Wert R. 
Setzt man ın (26.2) für N das ein, was es bedeutet, nämlich 7 IF, und berücksichtigt 
Br /noPFu..;, So sieht man, daß der verbesserte Wert identisch ist mit dem 
kayleighschen Wert R: 


R ist. Man sieht, welche bevorzugte Rolle 


u ? 





fn.ol ds+/yo Di. 68 
P u ds 
Schließlhieh se] noch für die alleemeıne Formel] (25.09) aneereben: 
3 In,o I \fun,o] Is Fe Kif..|ds- —— — a ra Mlfu,.) ds al. 
Fin M FA o) ds Fu; 6 WU rn ds r 5 * 7 As . . 


Der erste Integralquotient der rechten Seite stellt wieder den Rayleighschen Wert R 
(vgl. (3.2)) ‚dar. 


Be -, : ; (27.2). 


- 
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Im Falle X 0, also M= M”, stimmt der verbesserte Wert /,,+4,,, mit dem 
Ravleiehsechen Wert AR überein. Dieses Erzebnis wurde ın dem Spezialfall Al|y)] +4 
hereits dureh die Formel (27.2) auseedrückt Natürlich kann auch (27.1) als Spezialfall aus 


(27.3) gewonnen werden 
6. Abschnitt: 
UÜberschlags- und verschiedene andere Methoden. 


28. Vergleich mit exakt lösbaren Problemen. Durch Vergleich mit Eigenwertproblemen, 
hei denen die Koeftizienten der Differentialeleicehune zeerenüber denen der voreeleeten 
Ditferentialeleiehune nur wenie verschieden sind, und deren exakte Lösune bekannt ist. kann 


} 


man oft einen UÜberbliek über die Verteilune der Eigenwerte erhalten. Betrachtet man etwa 


zu der Auseaneseleiehune (1.2) zum Vereleiech das Problem 


deren exakte Lösung f,„* bei denselben Randbedingungen mit dem Eigenwert /,* bekannt sei, 
und gilt für eine beliebige den Randbedingungen genügende Funktion 4 

IFIvlds (/ I, |. ds. pi ‘ds pP un, 
so Ist unter den Voraussetzungen, unter denen der bereits in 16 zitierte Courant-Hilbert- 
sche Satz ſC. #4] S. 357, Satz 7 gilt, 4," 2 %4,. Oft wird es möglich sein, zum Vergleich eine 
Ditferentialgleiehung mit konstanten Koeffizienten heranzuziehen (vgl. [Ü.3] S. 325). Bezeichnet 


man 2. DB. beı 
r "’ +ipf=0, f0)=fl)=f (W=F (a)=0 
untere und obere Scehranken dureh Anhängen der Zeiger uw und o, 
V<r, r — V< Pu P Pos 


so haben die Vergleiehsprobleme 


rt » ’ » 
ll +rnf=0 Inf’ +Apuf=0 
die bekannten Lösungen 
Na WR wi 
fj sın mit J bzw. 5 
(dl (dl Pi (l Pı 
also eilt 
wit n"’n"3 
/ 
1 } N) 
(I p (A Pu 


bei partiellen Differentialgleichungen kann man mitunter durch Anderung des Grund- 
zebietes exakt lösbare Vergleiehsprobleme erhalten (vgl. das Beispiel von E. Trefftz [T.3)]). 


29, Integralgleichungsmethoden. Das vorgelegte Eigenwertproblem sei identisch mit dem 
der Auflösung der Integralgleichung 
Eid. > ee 


Der Kern Ks.) hänet ın bekannter Weise mit der Greenschen Funktion des Differential- 
eleichungsproblems falls sıe existiert zusammen. Für einize wichtiee Problemklassen 


seien hier die Kerne zusammeneestellt. 


"afel IV. Integralgleichungskerne bei einfachen Eigenwertproblemen. 











Differential , 
ns Randbedinzungeı Kern ÄAıs.t) für s ! 
‚\elehung 
/ 
() 0 N f (l S | P\S/ PD f 
„ ' dl 
( 
| () '(a () Kis,t 7] ps) pit 
’ ff) tia s(?a S 7 
() 0 Ac (I () IN sIT 6 | D(ıs P f 
dl! 
’ () / } (a « st at ‚05 r 
— F { } (I Da N 
ı) u ( { \ ; pp 6a ] / P 
* 
0 0 (!) Ah (I 0 N s.? - Ss f | y Ss!» f 
6 
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Für s—=# ist K(s,f) durch die Symmetriebedingung A(8, )M(, s) festgelegt. 
Dann gelten die Beziehungen (Courant-Hiılbert C. 4] S. 110 und 118) 


Y | " 
\ \ Nis,s\ds ), 29»), 
—“ Ki A 
/ | 
31 F 
X — NK is.M” ds dt En j L ! 30,2) 
Si — 2 
1 


So ereeben sieh die unteren Sehranken für den ersten Eieenwert (Hohenemser 11.» 
S, 13. 14. Karas IK. | S, S06. 507) 





| | 
() e 4 | (), 
und 

| 


Kris 23)68 


wenn K“”(s,t) der iterierte Kern Ist: 
ir: N is. 0) K(o,tdo. 


Die Schranken (29.4) sind meist noch ziemlich grob, die Anwendung von (29.5) erfordert schon 
einige Rechenarbeit. Für einen symmetrischen Kern ist die in (29.4) zweitgenannte Schranke 
identisch mit (29.5). 

Kine weitere an die Integralgleichung (29.1) anknüpfende Methode besteht in der Er- 
setzung der Integrale durch Summen, indem man wie in 21 das Grundgeebiet in Teilintervalle 
zerlegt: diese Ersetzung kann entweder nach der 'Trapezregel oder der Simpsonschen oder 
einer der übrigen genaueren Formeln erfolgen. Jedoch darf man bei Anwendung der genaueren 
Formeln nicht über die Knickstelle (s = f} des Kernes hinweggehen '”). 

Weiter soll hier auf die Integraleleichungsmethoden nicht eingzegrangen werden, da sie 
in ihrer Anwendbarkeit beschränkt sind. Hat die Differentialgleiehung eine kompliziertere 
Form oder ist sie gar eine partielle, so verursacht schon die Aufstellung der Greenschen 
Funktion meist zuviel Mühe. 


30. Asymptotische Formeln. Mitunter liefern die asymptotischen Formeln schon für die 
niedrigeren Eigenwerte gute Näherungen. Von diesen Formeln seı nur genannt: Bei der 
Differentialgleichung (k, (a) fY +4) f+ip(a)f= 0, Intervall (O,a) ist (vgl. Ince [1.2] 
S. 270 bis 272; die bei Frank-v. Mises [F. 2] S. S9S unten genannte Formel ist fehlerhaft) 

u 71” 


lım * - DE u ER ee m ER da VE 
ee 


Diese Formel gilt unabhängig von der Funktion 4 und von den Randbedingungen und 
kann daher bei den ersten Eigenwerten noch beträchtliche Abweichungen der rechten Seite 


von dem Werte _, aufweisen, wie es auch die Beispiele zeigen. 
n® 
31. Untere Schranke für den ersten Eigenwert.bei zusammengesetzten Systemen. läßt sich 


hei der vorgeelegten Gl. (1.2): 
IMAGAM O, 


wobéi 4, p und die Randbedingungen die ın 4 genannten Voraussetzungen erfüllen, p als 
Summe mehrerer Belegungsfunktionen p, darstellen 


p\s) 23 Pr \S), 
_—] 
wobei L|y]+-/p,g =0 ebenfalls die Voraussetzungen in 4 erfüllen und den kleinsten Kigen- 


wert 4,” besitzen, so liefert die Dunkerlevsche Formel eine untere Schranke für den 


ersten Eigenwert /, von (1.2): 

12) Hat man einen Integranden, der im Integrationsgebiet eine Knickstelle hat, so kann natürlich die Simp 
sonsche Formel schlechtere Werte liefern als die Trapezregel. Diese Vorsichtsmaßregel, die genaueren Formeln nuı 
in solehen Intervallen anzuwenden, in denen der Integrand sich regulär verhält, ist nicht beachtet worden bei den 
Gegenbeispielen von Howland [H.6] S. 517 und Hohenemser [H.3] 8. 51, bei denen die komplizierteren genaueren 
Formeln scheinbar keine Vorteile bringen, 
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(J 
/ 


Setzt man nämlich die erste Eigenfunktion f, von (1.2) als Vergleichsfunktion w ın die 
Ravleishsche Formel (6.6) für den Eigenwert 4,’ ein, so folgt (vgl. Temple [T.1] S. 26%) 


f,LIfJds AJpfds L( | 2 — 
/ N , \2,f,’ de TEN TAK 9 
P»/ ‘ES P) ? { x /. Rh; i 


Läßt sich bei der vorgelegten Gl. (1.2) L[y]| als Summe mehrerer Differentialausdrücke 


ww; 


l;,|y| darstellen, wobei 


Li ca mip4 0 


die Voraussetzungen in 4 erfüllen und den kleinsten Eigenwert /,% besitzen, so erhält man 
eine untere Sehranke für den ersten Eigenwert /, von (1.2) in der Southwellschen Formel 


Temple [T. 1] S. 271) 


a a am 


VD 
denn setzt man die erste Eigenfunktion f, von (1.2) als w in die Rayleıghsche Formel (6.6) 
für / ein, So Ist 
rn 
fl: I. Iflds 
pf”ds | 


Sıummation über o von I bis n hiefert unmittelbar 


* f, Lif,lds 


/ /. 


p I "ds 


32. Methode vom Minimum des mittleren Fehlerquadrates. Für die Kigenfunktion f wird 
ein Näherungsansatz 


fi(s) = @I8, &,, C, . 5 04 Cu) 
vemacht, wobei y als Funktion von s nach Möglichkeit die kandbedingungen erfüllt. Die 


konstanten e; und der Näherungswert A für 4 sind aus der Forderung zu bestimmen, daß 
beim Einsetzen von y in die linke Seite der vorgelegten Differentialgleichung (1.1) das Fehler- 
quadrat bei Mittelung über das Grundgebiet möglichst klein ausfallen soll (vel. Duncan [D. 1] 
S. 4), wobei man noch durch ein Normierungsintegral durchdividiert hat (beschränkt man 
sich von vornherein auf normierte Funktionen 9, so Ist (32.1) genau die Forderung nach dem 
kleinsten mittleren Fehlerquadrat. Vgl. Gröbner [G.4] und Nasta X. 1] S. 212): 


l i 


F\o] — —— Mn. = » 5 8 => + TEEN 


/ur Ermittlune der e; und .I dienen dann die Gleichungen 


J7 Ai 
< 0 = 0 1,2, n) (32.2 
( | ( * 
Kınfacehster Fall: Für 4 wird eine den erwarteten Verlauf der gesuchten Eigenfunktion dar- 
2 
1 J 
stellende Näherung eéingéesetzt. Dann liefert | 0 den Näherungswert 
( ri 
Le] M [we] ds — 
A * a re, 
\/ EI ds 


dıe Spt ziellere Gl. (1.2) folgt 
pw I,|w|ds 
pP’ n"ds 
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Dieser Wert ist im Falle p =const identisch mit dem Rayleıghschen Wert (6.6), im Falle 
p const im allgemeinen jedoch nicht. 


33, Reihenansätze Kine häufie aneewandte Methode zur zenäherten Berechnune von 
Kirenwerten besteht darin, die Eigenfunktionen f(s) ın Reihen (Potenzreihen, trigonometrische 
Reihen usw.) zu entwickeln (die Möglichkéit einer derartieen Entwiecklune vorausgesetzt): 


f(s) > a: . — (393.1). 


tt 1 


Über die Güte und Brauchbarkeit von derartigen Reihenansätzen läßt sich in der Allgemein- 
heit. in der hier die Probleme und Methoden dargestellt sınd, nichts aussagen. Es sind 
sowohl Beispiele bekannt, bei .denen die Reihenansätze bei geringer Rechenarbeit vorzügliche 
Ergebnisse liefern, als auch Beispiele, bei denen die Konvergenz so langsam stattfindet, daß 
die Methode für numerische Zwecke unbrauehbar wird, oder bei denen keine Konvergen? 
besteht. In dem Rahmen dieser Arbeit kann daher nur ganz kurz angedeutet werden, wie 
ein soleher Reihenansatz oft durehgeführt wird, die Brauchbarkeit des Reihenansatzes wird 
jedoch wesentlich von der günstigen Wahl der Ausgangsfunktionen y,, (s) und der geschieckten 
Art der Durchführung des Ansatzes abhängen. 

Die y,,(s) werden nach Möglichkeit bereits so gewählt, daß sie die Randbedingungen 
erfüllen. 

Geht man mit dem Ansatz (33.1) in die vorgelegte Differentialeleichune (1.1) ein. so 
werden die dabei auftretenden Funktionen Z[y,| und M || wieder nach dem y', (oder ge- 


re 


eebenenfalls nach einem anderen vollständigen Funktionensystem) entwickelt: 


mi; — His 3 


I,|ı | ar: ' u, und M|yn| Id .y Yy 


Die Ditferentialeleichunge lautet dann: 


J 


MM, 


Die eleich Null gesetzten geschweiıften Klammern stellen eın (unendliches) Ilineares homozenes 
Gleichunessvstem für die a, dar. Dieses wird gewöhnlich näherungsweise behandelt, indem 
man die Nullstellen der Abschnittsdeterminante 


Ü 2; Ü, Er Gras Yı 


6; ii e Ey | .,.t( iR 


„ı MH } . Tr nn 


die ein Polynom »-ten Grades in 4 ist, als Näherungswerte für die » ersten Kigenwerte an- 
sieht (ein Beispiel bei Iguehiı [1.1] S. 214). 


+. Ahschniıtt: 
Z.ahlenbeispiele. 

In diesem Absehnitt wird unter 34 ein und dasselbe Beispiel nach den verschiedenen 
Methoden durchgerechnet. In Tafel V sind einige weitere, ganz verschiedenartige Beispiele 
behandelt. und an vielen Stellen ıst dieselbe Methode auf verschiedene Art anzewendet. um 
den Einfluß der Ausgangsdaten auf die Endwerte zu zeigen. Die Beispiele sind durchweg 
einfachster Art und bei vielen der in Tafel V genannten Zahlen ließe sich leicht die Genauiekeit 
noch erhöhen dureh Verwendung anderer Ausgangsdaten. 

Man darf natürlich an Hand einzelner Zahlenbeispiele kein Urteil über Wert oder Unwert 
einer Methode fällen. schon aus dem Grunde, weıl bei den foleenden numerischen Ergebnissen 
der jeweils erforderliche Rechenaufwand (der sich schwer in Zahlen ausdrücken läßt, da er 
individuell zu sehr verschieden sein wird) nieht unmittelbar ersichtlich ist. 

Die bei den Näheruneswerten ın Klammern beigefürten Prozentzahlen zeben den mit 
Vorzeichen versehenen prozentualen Fehleran. Die Fehlerangabe ıst fortgelassen bei Werten, 
bei denen die exakten Eizenwerte nicht genau genug bekannt waren, um die Fehleraneabe 
mit Sicherheit machen zu können (z. B. beı den höheren Eigenwerten und beı den guten 
Näherungen für die niedrigen Eigenwerte). Bei den Beispielen in Tafel V ist daher bei den 
eewöhnlichen und bei den partiellen Differentialgleichungen je ein Beispiel genommen worden, 
dessen exakte Lösung bekannt ıst, so daß bei diesen beiden Beispielen bei sämtlichen Nähe- 
runeen der Fehler anzezreben werden kann. 
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lafel V: Verschiedene durchgerechnete ZJahlenbeispiele: 
Bi ‚spiel II: Beispiel 11: Beispiel [\ 
Pr v v Be v (‘ c“r FR ei () 
oder * | 9 1 ef (1 r)] v 
.) p’ (\ pr 9 j j | 0 


E ur V 
| I fü 


) 


Drillunesschwineuneen von Scheiben 


Transversalschwineuneen eines ein 


seitig eingespannten Stabes verände:ı 
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inickprob em für abrzesetzten. vel. G. 2 J 4 Innenrand, freier lichen Querschnittes. 
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zZ { -) 
( } I) * N 4 I\ ) A, 9 0 
9 / 4 
bzw. p” 122g 9 bzw. 400V) rg v0 
1 ‚ 
mit 060 gl 0 bzw. * rg () mit 9’ (0 o’’(0 o(1)=u'(1 
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Beispiel V: 
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Ringgebiet ; 


/=0 am Rande 
(Rand: zwei Quadrate 
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Beispiel VI: 
1!/+4:1=0 


0° / 0° / / 
H=3ı+° N 
® £" oO 4° 


Beispiel VII: 


+ 


Rand: Quadrat der Seitenlänge 1.) 


Of 


) am Rande. 
A) 7 

















ein der Seitenlängen /=-0 am Rande. 
le I bzw. 3). u — Knickproblem für quadratische ein- 
* and: glétehſschenklig-rechtwinkliges | een: \ i ‚ — 
Kigenschwingungen einer Membran. a en fs ı [SP PPARnU Platte. Nur „vollsymme- 
Nur „vollsymmetrische” Lösungen (mit Dreieck mit den Seitenlängen 1, 1.) 2.) [trische”“ Lösungen (mit 3 Symmetrie 
3 Symmetrieachsen) werden betrachtet. | Eigenschwingungen einer Membran. achsen) gesucht. 
Vereleieh mit einem Problem. bei dem nur das Grundgebiet abgeändert ist. | Vergrleiech mit dem Problem. bei dem 
. A , . . tn ), RB En , 
Vergleichsgrundgebiet: Vergleichsgrundgebiet: nur die Randbedingung 
uadrat der Seitenlänge 3 — ) 
N (Juadrat der Seitenlänge 3. Halbkreis mit Halbmesser d / 0 
TU d I Yy u ON 
A { 
ind 4 COS — COS * h' y) Yin Ar . is - - 
928 3 3 ZW. 5 | 2, Eigenwerte durch abreeändert ist in 1/ (), 
Yo == COS IT L COS I Y Nullstellen von Besselfunktionen 
e ‘ 9m ( COS IT X COS IT ? 
ausdrückbar,. vel. z. B. |P. 1| S. 378 A ⸗ 
Untere Schranke ” z 
zu En DE a ze r da VOSD ITLLE COS DIT 
) Untere Obere ri a 
—* * r? 2.19 Schranke = 
- - !; an? 19.73( 62% 
)..2 I 1? 19.73 hr 3.83 (— 459% 1.663 (9 9%) 
u - m (90% / Sa? 77.7 
Y 4 1.48 3% A 514 18%) 10,27 5%) ‚= 181 177. 
1.44 4 6,38 | 14%) 12.76 (13%) 
Fey 7.02 16% 14.03 3 
/ * 9 9 — Für den ersten Eigenwert siehe die A. w l 1220 
| drdy j ' * 
or)  \dy Zahlen «u, bei den schrittweisen Nähe- — 
ee 5 2 Dann nach (3.2) 
u" dredy rungen. 
.) . re) R ww l;, 54 (3 ‘d 
— XÆE — I TH im schraftier- Für den zweiten Eigenwert 
> | 2)/\2 ten Trapez 
gu WW 2y(l er y)(r — y) b u (COS IT LCOS IT Y 
! (fü 3 0 
F ür 7 —_ ul. x . . 
2 2 y k V 120 10.95 (10%) 34* 
vAwdrsdy 
“ > 
’ 3 7 


in den übrigen Teilen  vollsymmetrisch 
ereänzt. 


3,162 (=5%). 


VR=y1i 


fü 


B. w = cos tr im schraffierten Trapez. 


sonst vollsymmetrisch ergänzt. 


3,1416 (= 2%) 


| Rt A 











vAAwdrdy : na’. 


also nach (3.2) 


L;, F 52.64 


7} 
0,6 v) 


ww 
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el V; Vers: edene durehgere« nete Zahlenbeispiele (Fortsetzung 
jet I) } | ı) ’ 
Pr ref As (0) (1 2)? ey" 42 (1 r) 9 
| 7 zZ [77 — 
1 E für 42 (0 "67 (0) 7 9 } () 7(1 / ] () 
| \. Gröberer Ansatz 
1 N () 1°) . 
‚ ui .) / ( —134 394 14 70 F, > Ir — r? 
| * 24 
| 14 j4 ] ( * F, 1 bu 02 
/ | ! 
F — — - 
59 hi lt (, 576620 In 2 19.951 - 10° 
| IS 1130 110 56 3408 am 
1914 1684 824 (, — Tl 
| | >.) 
i \ , | 14 39 14 pt 72 
(a * 76859 
( * 3. 
| | 0.2333 dl 220,545 a 
« )e de de) f 9* — 
6 it, 164: KR 32.174 
( > 
16995 894, 8118 /,(nach oben) = 245 
19039 4 i * 
— 80640 (! JAN. (639 4 13.2 | Il; 3.069 31 — 0— 
5674 rg 7 B. Genauerer Ansatz 
{ D. Stan u >) TON () u R ur . 
: 1161216 BE EEE F, — 1873 — 2694 x + 1605 2° 
i 78a 1094. 
ur HM —65499 ((). ID GE; r 
99 (0,1 13.507038 | Tr 
| ’ 7 RE F, 963 + 2844 a 
14 
2 3,69107 (0,014. /, (nach oben 8.17 1212 2? — 3960 ır3 44365 7? 
(dl, 2706966.1 {981824 -In 2)» 16 
! N:ıech ODe!] * 
u u m 1149.84 I» 10 
rn 7 vo] J DM 25* 
—91600 330 ’F 33.395927 - 10° 
* ⸗ ——— 
re | a 1.003660 - 10°, —7 35. 750 
Lo 
UL. 33.2132. u 1.1685 
ntere Schranke Untere Schranke: i = 
— vr /,(wie oben 245. 
‚.t) sw AN .) 530557 
e).+ de dd ] I) SS) ] —8 > 
\l a ve] 04992 11 0 16 101 — I Ur ’ | | MBEE 
vo] Ö fi (03 tt el eher Mittelwert 3. 5963 ıt Also einen "ehler Mittelwert 5.7512 hat einen Fehler v« 
le} { 9, 02 von höchstens 0. 01 m * höchstens 0.3 mM, 
7 ’ ) J N - = mit | I 
/ ( \ g' 49 dl. 
7 7 11 / 
.) J J A 
* cae -8* ce — 3 3120 I 021 
— | ) - * () 
.) 1, .5977210.04% 11 1? 24 —9 
⸗ 
— I”, wish" ) pr .)+) ' 
2 6612 (0. Li, *— a 21 en 
nd X 
| 2992 Bo wer iar—2: L, 7670. (7% 
- 907 — 24 / } 
‘ * * — 88 
Na 14.4) iſst % ) 0. 0788 194 Mit 44 tolet I. 1,80] 
SS) *— 
—305 210 1101 id ( 
* £ -) 2. } 
Nach (14 ! dl, 3303 — 2310 12416 — 852 
1.4 10 # 3.6056 10.3 90 
0.7 17 21.809 
\y t ma Is iu 15.1 di | un! ve’) F hu 2 
’ on / von den sehrittweisen Nähe ( vw D S; !, > 2.03 DL? 
- ru \ ehe oben nach 4 so folge v⸗ D x 
2 > a - 2 
.) - ) \. 34 2 B. U 2 8 
) t ) ) ) 
* .) N 17 f l ! 
() U) +.) ’y r / 
( 1.49 )*) D, ' 19.2 2 1.38 24 "6 ) 
+ { ‚4. ’ (/) Is | 
| — x 
J | Dr 
| ( „ 18/5 IHYA.r 1605 r? 
® { —43 ! ya 1 — 
978 8 4 194 6 
* 3523(— 2% b 056: 14534 (— 219 
PD 1.44 (23% 9 13.2 L,=855 (49% 
_ \ır \ıt ) ] ( \ J Wer | nste tiv 4 U" 1873 2694 A 1605 * 
r Belegungsfunktion p besonders ' 3084 I 978 2° + 194 * 
INTOrSu werde Riu 3.539704 R 3.219 u ‚4.189 
u 3.597972 4 It | uw: R® 24,19 
— 
a u u 3.813 (2% 
BR—YVH R? 85,019 29% abi 
= VI 4918 (— 14% 
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Tafel V: Verschiedene durchgerechnete Zahlenbeispiele (Fortsetzung 
l 
ſ en 14/+1A4/=V0 
1440 Quadrats- A/- 4 V Dreiecks- (QJuadrats- 
N 
. . . ( ⸗ 
/=() am Rande Rinebereich /=0 am Rande bereich / \ 0 am Rande bereich 
Ü N 
Es ist mühsam (etwa durch Zusammen- A. F, zy(l x — 4) ist hier (bei einmaliger Anwendung 
stückelune wie oben die Funktion %). * ſ —— J ichsche 
LWUCK en dıe FUNKtIONn ), Ferfüllt die Randbedingungen. Dazu inhaltsgleich mit dem Rayleighschen 
eine „brauchbare Funktion F, zul. ..ı zur: en 
wird gebildet Wert. 
konstruieren. die 
z F, IF, 2 (7 Yy 
I. die Randbedingungen erfüllt, 
-) s \ . . (dy 5 l ( “ * 
im Grundgebiet durchweg stetig 90 5040 
ist und stetige partielle erste Ab- u ”, = 56 
leitungen besitzt, Vu, 7.483(65% 
9 F a er x > [» 3 f 5‘ ‚2 | m) 
3. die erste Eigenfunktion M wenig- B. KR =ryi1—3@ ty) * — 
> LO (73 17y3\\ lemples untere Schranke ist hier nicht 
stens so gut annähert, dab AF, re Try f 
. . . . — 2 anwenddar. 
im Grundgebiet einerlei Vorzeichen Fo Izr y19— 2a Y)i 
hat. 18 
( mw 
3) 
“) 
d, 
105 
“7 
21 
d, _ 
4 1083950 
u. = Ta BRD 
Yu, 8.49 (21% 
Vu, 1.315 (4%). 
Mit ,=10n? wird 
!, 31.5 
V - 06 
| J 5. 61 2024) 
I ” 
A. 7 & Er C, Co Y 1; l yıl I Y) 1 | COS > 34 l COS U 4 
tür Ä y ry(1 r— yY)(c+y w—(Beosrr+t cosdn ke) 
| 2 2 
9 0 .ı & P . 9 Jcosn OS 4) 
| = l — — 5; 5—*4 au 1200 folet 300 /46c0832 
in den übrigen Teilen vollsymmetrisch i—1o 5— 100 sn ’ / | 11 er 
ergänzt. = _ 9 54 75 
es . ' — ) - 10 o l io ya () 
PR 3.129; L, ö 5. 58— 2048 F 54 
a 2 (2) 7% 07\ * | —*—— 22 
B. J io > C; Co Y*) L, 1.281 (4 7 75 \ n? l oO JI 2 
* 3,007; Las?’ = 5,766 u 12,76 (28% 
1) ° ) - J 52.425 0] Yu) 
Bei A. und B. muß man (9,5) verwenden. ’ 
10.2) ist weren Unstetiekeit der Ab- ——— 176.7 
leitungen von y an den Diagonalen 
I + 4 nicht anwendbar 
us bestehen die gleichen Schwierig- v—ry(ll—r—y) hier nicht anwendbar 
4* keiten wie oben bei der Anwendung 
von 4 und 7 Iw -2(7 4%) 
| w 
P|Iw 
w 
I.) 
P nin 3a Pı UX x 
I, V 32 = 5,66 (— 19%) 
[7 
2 = } i . ° 
m y I Be ol. diel? = 7Y 11 — 3 (r? y) + 2 (2? ) hier nieht anwendbar 
u 2 vel. die 
——— EEE nah 53.51: 62 
Bemerkungen beimRayleishschen Wert) R 53,91; u 2,1 
> 
hi 10, »=Y 120 1, R-Yr- = 
I, R Vu? — R? = 5,53 
u 7.88(12%) 
V u =3310 (= 8%) \: 1,88 (12% 
ylı =235 (= 4%) Vl, =4,69 (— 33 %) 
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are \ Vi Ss«( ecde ne durehe« rei hnet« ZJahlenbeispiele Fortsetzung 
() () '(] () : ‚ 
4 2 +-ıl=0 (1 tw pr — A? (1 t)/=0 
| | 
lür «— ı Fü Zu (1 9 —6 ro (1 ri () 
ZAugrunde zelegtes Gitter: .r; ih, F; F(ih 
| EB , — l 
\. 4 _ : Zwei Unbekannte F.. F;: h : F. =) Fa-ı=Fa+1 
) 4 1 
Vier Unbekannte F,.F..F,.F, kandbedinzungen F, 0): * F, F_„ F_,. Fo F, liegen graphisch daı 


eestellt auf einer Geraden: also 





























\ | 460 i; 3,159 En): * 11.3. 
- N 15.5 15 > Fi 2 F, F,; # e BF. EP. 
J * | 7 * Drei Unbekannte | 
* \ 3 | A h=,; A!=1080; dann 
|, 6 14 |, 3.525 2% > 
iz x 20 x. .) 3 
- ! 204 16%, | 10.6. —1800 10728 o 391] 0 JA)o 0 
* 1.39 24 
a 0. i=, ,9—188; 4,9 = 37,3. 
* | 
N ) ) 24 2 2 
9983 (— 1,270): A⸗ AI B 4 1,9 — 4.68 (— 19% 
Mi IS.) A, ’ 71.8 
* —21434 12,0 71 
| | > | 
“ 7 . 7 — F\ U) / F, / / CE. Rn. ER 
.) Ä > 
| 3.6027 1.3 % rt FH eraphisch dargestellt aufeiner Geraden 
: | 1831 | 1,9 — 3,6106 (0,4% F,=0; F,=F, F,=F,. Bei 
“ N | 85 12 | j I) 887 ) | p\2 /—00X | | Ir yo 2 pr 
=T - - P} Er} 
= |, 36.0 —44 1 51.556 42 (1 7) 0 
für VV), ?’”. 7” tinite Ausdrücke mi 
: einer Abweichung proportional #4" nac 
N Tafel Il verwendet. Dann 
PAD 19%): AP | 
A,° 16.5 
- | Nach (30.1 * Ta 
u si en = 987 15% 
Tal 4393% 41, — 100,735 1, = 39,5 (65% 
8 17.55 (— 8%) A 157,909 80,0 
| ) IN () | 71 4.9 16 |, 157.9 
| 0.18 (4.5 “ IN().T 22 
Nach2668Stöerungsréchnung) Vereleichs- | Nach 26 (Störungsreehnung) Vergleichs 
problem problem 
. —34 Ib 7 0 0) J RT (), Y 0 Ti | () 
SIN AT | ) also nach (26.1 
> Ä L# la Yo’; Nlig 229: »D J. 
= [Nach (26.7 n’n it 
* sin ma 
= In | 
| 1.03 (3 3.101114 E HA 
19.749 14.8 4, - 
14.4 | 33.3 I6 Dann nael 6.2) / | 
Na 2,4) (Kleinstes mittleres Fehleı J J 
— sinza ) 3.4674 (—3.5% 
- “) .)+) 21 23 207 
—90 0 11.6 39‘ - men —“ 
en 3 [61,7 62,7 
= | 1 = OR BE —— 
Pxakte, Lösung: Die exakten Kigen- [Die exakte Lösung führt auf Zylinder 
werte sind die Wurzeln von funktionen. 





211 = | u 


ft \. 55 


ar 
dr 


119.4 


| 

>) 
19.119 
64.14 


In? ı° 


UC)>n 


und 


$ 178 
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Tafel V: Verschiedene durchgerechnete Zahlenbeispiele (Fortsetzung 





























" — n 14 AA] () 
)/+41=0 Quadrats- 1444 0 Dreiecks Quadrats 
X 
2 . ( R 
/ ) am Rande Rinebereich / ) am Rande bereich } z 0) am Rande bereich 
On 
| Vel. G. Sehulz ſ8. 31. S. 139 bis 140 | 
Ah 53 — — | \. A 3 4 I6o. ı Da 
- | ad u \.d J 1,“ 6.43 89): — | E77 3 
Drei Unbekannte ar 191 I Drei Unbekannte d, b. c eu | 
ia a,b. A,® — 8(— 19%); A, —9,31(- 18%). |2 0% — 29 0? + 130 0 — 178 
) 5 Pi 12,32 19% 
J ) I82 (2 B. 4 = AN 6.756 9%); Nee 
|, v8 2.83 (2 S 70 6 * 8 A, 114.4. 
1,” | A.® — 904 (- 99%); A, 10.4 570): 
0) A, y 24 1.90. A,® — 10,8 16%): b. A 3; A=250 | 
‘ | 
wm: 1? (— 15%). ; | 
PB. 4 I u Auch nur drei Unbe = | 
3 1.8 6870 am kannte a,b, e, OÖ | N ' 
AR I 70 Ch 8 * ih 302 230 32% () 
|; 2.010 — 4— 9 ( 
N, Pl 1.24 A. —9421(-59%); 4,” = 10,179(-59%); 1,» 19.66 15 %): 
A A," == 5,20 1, ® = 11,73(-9%); A,® = 12,9(-8,5%) 4,9 100: 4,9 — 146 
ı Vel. G. Schulz IS. 31, 8. 140 bis 141 | Für «.b finite Gleiehun®een erster An 
— 2° näherung, für ce eine Gleiehun® zweiter 
arg 4 1.8675 2 M): \nnäherung. 
deı Drei Unbekannte a,b, c AH 1 A, 6.8675 2 - | 
8 1,® — 8,94(- 10%); 4,9 =10,4(—8%).] 4; 1160; dann 
„ Pd — 3.055 - * u 
y B. ı * 1,9 —6956 (— 19%): 00 380° 4910 (46 
Do r a 4 | ur’ \ [7 a Pie 16,39 | 19% 
56 * ne * lo? 83. 4 . 
Il u” _ 1.32 As? 4.469 5% * 131.4 
101 e 1,” — 10,875 (— 4%); Bıh=—; A=Bo 
) 
92 co 3 207\-» 72 
— —92 r 54 la 11,30 13 ‘d a N | )o 130 | 115 () 
— 3 Ace 12.50 ı 11% 1,8 53.497 2%): [,® 100: 
Ale 149.3 
a , Inn 
Nach Franck v.Mises [F.2] S. 901, ist 4, Tor 
Flächeninhalt des Grundgebietes 
e=nni2. Da hier nur voll —— 
2 s Iy ON 
symmetrische Lösungen betrachtet 
werden, findet nur 4A, Anwendung — 29%) 
0 1, 17.09 (— 29%) 
I) Yo ® [7 | 
F 5 1.29 ( 60 7) 1. SH8 I 23 9 
Exakte Eigenfunktionen Potenzreihenansatz 
i/- sinnzrsiimny 8 bad 
sinmarsinnsy / — <_ wurd — 
l 9 7 0" 
mıt 
3erüieksiehtieun®e der Glieder bis 
WER. Mm >UuR>DU JETUCKSIENTIZUNg | ) r bISs zum 
% | ‚ achten Grade einschließlich gibt mit 
Kigenwerte | ISo 
4* mn?) ı“ o— 1) (60% — 29 0? 4580 — 52 9 
ri A | 5 1.025 | IS 8% 
» 7q | 10 2935 Eo.a komplex 
VRR 11,33 1, 107.9 
hi a Vy 17 12.95 in 7 J Di een < 
Weitere Methoden bei ©. H. Faxen. 
—A20 — 14,09 ZJAMM Bd. 15 (1935). S. 270, 
Bei verschiedenen Methoden wurde die 
für positiv ganzzahlige m,n gültige 
Formel benutzt: 
11 x 
smyndydı 
9 9— 
| 
Mm——-nN 2\ 
(m—+-1(m-—-2 | 
lt 
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34. Beispiel I. Vorgelegt seı das Kigenwertproblem 
+iı1+o)f=09, FO =FA)=0, also Lip}=P, p=1-+e. 
(Inhomogene Saite oder Kniekproblem für einen beiderseits gelenkig gelagerten Stab mit ver- 
änderlicher Biegesteifheit, vgl. [Ü. 3] S. 329.) 
Anwendung von 28. (Vergleich mit Eigenwertproblemen mit konstanten Koeffizienten. 
Bei (es ist 1 1-+.. 2 im Grundgebiet) f”+4f 0 und f’+24f=V0 sind die Eigenwerte 








| | i 
bekannt: n’n? bzw. — n’n?. Also ist —n’n’</i,„=sn?’n” So folgt 
Kırenwert untere Schranke obere — 
4. 4,93 (— 250) 9,87 (51"o) 
19,73 ( 250) 39,48 (19 °o) 
hs HAI 26°)0) 88,83 (49 °)o) 
hı 18% (-- 26 °]o) 157.02 (49 /,) 


Bei den höheren Eigenwerten überschneiden sich die Einerenzungsintervalle. 
Anwendung von 6 (Rayleighsche Formel). Mit dem Ansatz w=sinnz. liefert (6.6) 
eıne obere Sehranke für den kleinsten, und Näherungen für die höheren Eigenwerte. Man erhält 











.) 
= —n'’n 
.) 
1180 
1 I;, 6.2197 (0,5"lo), A, = 36,319, A, = 59,218, A, = 105,28. 
Andere Ansätze: 
1° R nach (6.6) 
A 
1 ge L. * 6.667 (1. 89/0) 
+.) 
_ ee 35344 — © 
f f rg N Wr rag I; 2869 - 6.5505 (0.05 0) 
el - \(.r 1) A, — 
am günstigsten für a = 2,9) I, = 6,617 (1°Jo) 


Anwendung von 7 (schrittweise Näherungen und untere Schranke nach Temple). 


A. Gröberer Ansatz F, Il; F\ wird au F’+(il+o). 1 0, F, (0) F\(Ü)=0 er- 
i 1 el w)(t + .r) 
mittelt zu F, Pr Dann nach (8.1) 
) 
SS 17 135 2.94 (910 7 4 272 6.635 (130 
: * 4 3 0), FR : Ho) 4 0). 
u ae SET he A 
Die benötigte untere Schranke I, für den zweiten Eigenwert wird von den obigen Ergebnissen 
(Anwendung von 28) entnommen: 1,= 1978. Dann liefert (8.2) 
J 5.975 (— 9’lo). 
B. (Genauerer Ansatz. Man setzt etwa an: F, J a,” und bestimmt die a, so, daß 
— 
sowohl F, als auch F, den Randbedingungen genügen. So ergibt sich 
F' ‚ F _ (7 0° +30 
Fr Er 25. ! Gm= 3» ee —- 9x”). 
50 — 
Dann wird 
14 BE aa, 3369 35344 — 
Z ——— , 5625 (0, 2 0). It, — 3 - 6,990). I5”/o). 
20 929 16 \ | 225 3326400 3869 10) 





Wieder mit 1, = 19,73 folgt nach (8.2) 
71, .2.6,5446 (0,06 °/0), 
also 
6.4464, 6,55053. 
Das arıthmetische Mittel 6,5476 hat also einen Fehler von höchstens 0.05 "/o. 
Zweiter Eizenwert (Anwendung der Methode von Koch nach 7). In der Auseanes- 


funktion F,==a  .e wird die Konstante a so bestimmt, daß p F, orthogonal ist zu der von 
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den schrittweisen Nähérungen her beréechneten Annäherunesfunktion (7 .r Ox’-+-3.r°) für 
die erste Kigenfunktion. Es ergibt sich a J Der Ravyléeighsche Wert R, gebildet mit 
mw Hl +6.r, liefert dann für den zweiten Eigenwert die Näherung R = 28.12 (6°/o). Diese 
die Randbedingungen nieht erfüllende Funktion hat einen fast so euten Wert erreben wie 
die Funktion « |.r - \(“ — 1) (s. o. Anwendung von 6). 


Anwendunge von 10 und 14 (Ritzsches Verfahren). 


A. Wählt man als Auseanesfunktionen 


I sınt ze. 


A 


die Randbedineungen. Man darf die Ritzschen Gleichuneen in der Galer- 


! 


so erfüllen die y 


kınschen Gestalt (10.2) ansetzen und erhält für m 2, wenn man y = e, sin. e,sin2r. setzt: 
sın za (yr’ -A(l z)y)d.r 0), sin ra (y" - I(1- a) d.r 0 
oder nach Auswertung der Interrale 
— 3 8 8 ya 3 
> | Ale, 722 O, 9320 - 12° ale, =®B, 


Die zwei Wurzeln der zugehörigen quadratischen Gleichung sind 


I; 5.548546 (0.001 lo). l,, = 26,8316 (1/0). 


I 
B. Ein die Randbedingungen erfüllender Polynomansatz 
1! e.ix 2°) X — — 


f 1 


liefert schlechtere Werte: Nullsetzen der jetzt erhaltenen Determinante 


| | | 8 
3 IN 2 1055 
v0 
| S | >) 
a 7 305° > I3S0 
ergibt 
I;, 6,634 — (1,3/0), * 28,99 (80). 


Nun können auch untere Schranken nach 14 aufgestellt werden. Die Formeln (14.4) 
lıefern hier 


| 
() \ | 14 ch 0,02520 
=, By — ,r)(dS 2 * > V2000. 
| 25040 
M 
Benutzung von @, liefert nach (14.2) ganz grobe Werte 
,?—=47(- 8°); 1, = 10,3 (— 61°)); 1, — 16,6 
Benutzung von 6, ergibt nach (14.2) 
,?®=6481(—-1°b); 1,2 = 233,07 (— 13°); 1,2 = 45,19 (— 24 Jo). 


Anwendung von 12 (Gleichungen von Grammel). 
A. Grober Ansatz »], I, „= .r; dann lauten die den Randbedingungen genügenden 
Funktionen y; nach (12.4) 


mA 


Die Gl. (12.3) haben mit der Abkürzung A 1206 die Determinante 





> 4% Pr ) r 
— +. = 1,9 =79 (21° 
Ha 0 : 3," 1,92 (21°) 
Bw 6 | | 
0 oder : 
5 37 7 99 REN 01 
OÖ Pr OÖ ii, ’ ‚li. 
6.90 I2 140 ‚ : 
B. Genauerer Ansatz 1, =x — x”; 7,= x — x°; dann wird 
= | ’ 
iX 02°’ -3 2°): 1, (10.r I ..r” x” - 93. >28) 


1) - { 
' P} « , / * 
r3 60 60 
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Mit der Abkürzung 4600 erhält man jetzt 
D-38410 64 +587 0 A, = L,” = 6,5561 (0,1°%) 
0 29720 oder 
Gd+587T0 NW +06 1.— L.® — %6.937 (290). 
.)+ ) 2 * 
C. Der Ansatz 7,=sinz. ergibt als Lösung von y,”= pn, yv,O)=y,(l)=0 die 
Kınktıon 
(i+-x)siınzx , 2(csz2 —-1-+2x) 
TE - | 
! | 7‘ 7* 
(12,7) liefert dann den Wert 
In“ — 
/ 7 * 6.555 (0. L"/o). 
(| 3, 16 
6 In g” 
D. Der Ansatz .* sin Tr, Ns sın2 z.r ergibt 1,” 6,4540 (7? Jo), Fa 26.625 (1 lo). 


Anwendung von 15 (Templescher Einschließungssatz). Für die in der Rayleighschen 
ormel benutzten Annäherunesfunktionen erhält man nach (15.1) die Schranken für den 


ersten Kıeenwert 5 = 














TE untere Schranke obere Schranke 
| ») = 8 17) — — 0 
sın 74 A +.93 ( 25 ’lo 7“ 9814 (D1 lo) 
1 1 | ) 2,20 ( 330 0) *X* 
Z 13» — . 60 BER 
iz — 10 —39 6334 > /o) * 8.,5 (31 /o) 
I-—-S v2 | 


Zur Aufstellune besserer Werte wird die Kiesslinesche Methode benutzt. Man kann 
z. B. den Ansatz machen mw (x - a’) l+ar—+b.xr?’+ cr”) und den a, b, e die Bedingungen 
auferleeen. daß auch #’’ den Randbedineungen genügt: »’ (0) — (1) —O0O. (Dadurch wird 
hewirkt. daß die obere Schranke einen endlichen Wert behält.) Da man dreı Konstante a,b, e 
frei hat und nur zwei Bedingungen, bleibt ein Parameter übrige. So erfüllt bei folgendem 
Polynom (für alle Werte von k) w und m” die Randbedingungen: 


II (X a) l+xr+(tk L)x2* 3%k x”) 
Aa [2(1 -2k+5k) 
pr 1 t I: + (x er) (1 H3ka)]- (1 > 2) 
— | | zu 
Der erlaubte Bereich für k ist - „> k- „, da sonst der Zähler im Intervall (0,1) nieht dauernd 


,,.26,400-2,3°/o). Die obere Schranke wird am günstigsten für k 0,175, dann ist 4, = 7,19 (19°/o). 


Anwendung von 16 (Einschließungssatz für die höheren Eigenwerte),. Wegen der Voraus- 
setzung, daß nach (16.1) P zwischen endliehen positiven Schranken liegen soll, müssen die 
im Innern des Intervalls O,1 zelerenen Nullstellen von » mit denen von m’ zusammenfallen. 
Man kann das durch Polynomansätze erreichen, z. B. mit wm =. (1 .r) (1 2) 132 —3 0°) 

x 0.’ + 1D.r" - 6.r° erhält man nach (15.2) 


von Null verschieden ist. Die untere Schranke wird am günstigsten für k=- 0,22, dann ist 


60 
I+4x 32°” 


Daraus ergeben sich für /, die Schranken P, ;, = 21.6 (— 185") und Pax = 60 (130°). Man 
beobachtet auch hier, daß beim Einschließungssatz die untere Schranke erheblich besser aus- 
fällt als die obere Schranke. Viel günstiger als mit einem Polynomansatz arbeitet man jedoch, 
wenn man als »© die Eigenfunktionen eines bekannten lösbaren Eigenwertproblems benutzt 
(es ist gut, wenn man “eine Sammlung solcher Probleme besitzt). Hier passen wir die reziproke 


«db 


quadratische Funktion Ä F der Belegungsfunktionen p= (1 + .r) möglichst an und benutzen 
a. 


das exakt lösbare Vergleichsproblem 
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Die n-te Kieenfunktion 


[4 
! 
eehört zum Eieenwert 
und ereibt. wenn man sıe als 
An I 
”" as 


So bekommt 


(Anwendune von 28) erhaltenen. 


man für beliebie hohe Eirenwerte Schranken. die viel eneer 


0 | ('enaherte Bereehı In? von Kıeenwerten 
My 
n a-In|i * 
2 
3.— N sın - 
n | - 
In = 
‘ 
— nn \? l 
} 2 
" | >| | 
in —/ 
i 
mw verwendet, 
| | ) i | 
| / ir | 
ey r)/ " ” Ad r) (1 Bi 
I. V 
An J 3* 


sınd als die 








Untere Obere 

n —— 

Schranke für 4, 
| 6.46 ( -1’o) 1,137 (9°]o) 
> 35.354 (—2 Io) 3.49 (8'/o). 
3 58. 13 64,1 
| 103.3 113.9 
.) 161.4 178 


Anwendung von 17 und 19 (Weinsteinscher Einschließungssatz). 


sınn ar .r. 


dann folet nach (17.1) und (17.2) 








oben 


A. Gröberer Ansatz. 
.) +) 
I? a ir; 5 u — n"n"(in2 C(4na) G;(äönn)), 
+.) «> 
⸗ 
| we costdt Sr En a R 
wobeı ın bekannter Weise C, (.r) \ definiert ist. Die Schranken (18.5) ergeben dann 
\ 
untere Schranke obere Schranke 
Erster KEigenwert: 1,04 (— 38 "lo) R—658 (0,5 °]o) 
zweiter Eigenwert: 21,49 (— 19 °Io) 31,15 (15"Jo) 
dritter Eigenwert: 17,5 (— 20°) | 70,6 (18°/o). 
B. Genauerer Ansatz 
I ri 4 10 3 ar 
Dann wird 
f WO 3800 25344 
> Ma. =. 
J 6.550530. 
— 35 924 3869 
| 3569 166320 ai — r 
u" —= 150 Br 3869 29818; u 6,9969 (0,10) 
—92— OU). 
| 1” * IS ) 
Die Weiınsteıinsche Formel (18.5) ergibt: 
I 5,2 ( Lo), also 6.27 / 6.1. 


| 


Jetzt kann eine bessere untere Schranke nach 19 (Trefftz-Newing) aufgestellt werden. 


> 


0. 0009)13. 


9 


0,.06042. 


Ks ıst 








7 J .M: Meel 
14 ( er tr | I} N Bd \r. Oli je 
"“ür /, und /, benutzen wır dıe obigen Erzeebnisse (Anwendune von 28) I.‘ 938: I 19.13 
Ks ist ] R erfüllt Die Anwendunz des Iterationsverfahrens (19.9) hefert dann 
/ (‚119 aa 1.26 * 653856045 
Hört man hier auf. so kann man 65385 / 0.0) auıssaren 


\nwenedtune von 21 (Differenzenverfahren erster Annäherune) 


\. Es wırd eıne ziemlich erobe Eınteilunz des Grundintervalls (0.1 ın vier Teile 


| | | | 
also Maschenweiıte ) ) zuerunde welert Mit den Bezeichnungen . ih, F'; Fiih) 
besaren «die RKandbedinzungen: J / O. Für die Unbekannten F,, F\,, F, werden nach 


lafel I die Differenzeneleichungeen aufeestellt 


| 5 | | 6 | ‘ 
/ IF) r=6 —fii >] / I5.0., >F 1] - AF,=0 
7 | H \ 7 . \ 
W/ zo 
\lıt der Abkürzung Ä ıı erhält man für v« dureh Nullsetzen der Koeffizientendeterminante 
dıe Bestimmuneseleichunge 
wTr ) | 0 
() | hu . | (u 12 3 —26 L 2) 
() | iu 2 
So érgibt sich 
64 u i 
| u 27 41 | 9 = An 1° * Ra 31.4 z ) 


3. Will man mit kleinerer Maschenweiıte rechnen. so stellt man die aleebraische Gleichung 


für die Näherungswerte .| bequem dureh rekursive Elimination der F, auf. Aus der ersten 
Ditlerenzengleichunge (@- 1) kann man F, durch F, ausdrücken, dann kann man aus der 
zweiten Gleichung (für ı 2) F, dureh #F', und entsprechend alle weiteren Fo durch F, aus- 
drücken. Die Bedingung 7 0 eibt dann die gesuchte Gleichung für A Kür 4 „erhält 
1) 
man so mit der Abkürzung A I0S» die Gleichung 
("I MXCOC 1413 19” + 802 ı I44 6) () 


und daraus 
|‘ (1.397 2% : 1, 21.05 Y°lo): | 8 U 
34 —— — 32"lo): Li Li I 


(enauere Werte erhält man bei Anwencdune von 23 (Differenzenverfahren zweıter Annäherung). 


- | | | | 
\. Wieder wird die gleiche grobe Intervalleinteilung | Maschenweite 7 J benutzt. Jetzt 
treten in den nach Tafel II aufgestellten finiten Gleiehungen noch die Werte F_, und F, auf 
es ist gleich F F, 0 gesetzt): 
| > 
197 / —1366 —30 / ' | F 0, 
| | | 6 | 
16 / 30 F, +16 F)-+ ar, =ßB, 
124 | 
| J | er | 7 | 
F WWF, +16 F, Fr AP , 
127 | 
/ur KElımmmierung von F_, und F\ werden an den Intervallenden finite Gleichungen niedrigerer 
\nnäherung (also hier gewöhnliche Differenzengleichungen) aufgestellt: 
| | | | | —— 
(F.-æ2F. F_)+1:-4- F.0O, (Fr —2F, FI AX. F 0, 
I , h 
woraus wegen F,=F, 0 folgt: F_, E. 2 F,. Setzt man dies oben eın, so bleiben 
drei linear homogene Gleichungen für F\, F,, F,, deren gleich Null gesetzte Koefftizienten- 
.).) 
determinante |mit der Abkürzung 4 „ u) für « die Bestimmungsgleichung ergibt: 
— 210 u 1569 u [3102 1 1398 D. 


Re 
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Man erhält 


A," = 6,521 (— 0,4 °Jo), ,‘® = 24,9% (— 6°1.), A, = 48,21 (— 19/0) 


| 
B. Mit der kleineren Maschenweite h - erhält man dureh Auflösung einer aleebraischen 
+.) 
(‚leichung vierten (‚rades die Näheruneswerte 
A, =6,5369 (— 0,18 Jo); 1,” = 38,19 (— 20); 


5838| I0°/o); 2 84,1 (— 233°. 


Anwendung von 25 und 26 (Störungsreehnung). Das Problem wird verglichen mit einem. 
bei dem die Koeffizienten konstant sind. Das Vergleichsproblem : 


ea. | 
7 Pa /. / 0. / (0) J (1) 0 4180 J’ 5 
1 
hat die bekannte Lösung —sin mit den Eigenwerten /,,, „n’a’. Die Störung 
«> 


besteht also ın dem Gliede (nach (26.6)). 


Die Formel (26.7) gibt /,,,=0. Das entspricht der dureh (27.1) ausgedrückten Tatsache, daß 


[2 l 
unser /,,, mit dem zu sinn z.r gehörigen Ravleiehschen Wert R übereinstimmt. Um also 


einen verbesserten Wert bereehnen zu können. muß / bestimmt werden, und das erfordert 


Hz 
nach (26.5) die Lösung eines Randwertproblems für die unbekannte Funktion f,,.,. Es muß 
f„,, den Randbedingungen f,,, (0) =f,., (1) 0 genüren und der Differentialeleichune (25.6). 


| 


die man erhält, wenn man f=f„.+tefu.,+::,, A=%..+::: in (26.6) einsetzt und den 
Koeffizienten von & herausereift : 


m m . a | 8 — r 
/ rn’n“f | x) nt sın mn u.a 
7 ' e Hu “) r 


Die Lösune dieses Randwertproblems lautet 


| n 7 


Fe . ce sın n TC —ı - ( Ir" COSRTTX 
6 6 
3 J Ben ‚rorı| |; 
orımel (26. 8) ereıbt dann 


| — 


Für die ersten Eigenwerteée erhält man so die 

in der dritten Spalte der nebenstehenden Tafel 

anzerebenen verbesserten Näheruneswerte. 
Anwendung von (29.4) (Integralgleichung). | 





/ + 
"N,0 ‚Nn,0 I ‚N, 2 





Mit den (s. o. Anwendune von 10 und 14) be- 6,1914 (0,90) — 0, 005“0) 
rechneten Werten von 9, und @, folgt - 26,519 26.,470 
| | 5040 u 9,215 39.673 
gm; 777g, V 127 630004"). I 105.276 106.158 

5 164.49 169.02 


Anwendung von 30 (asymptotische Formel). 


Ks ıst 


Formel (30.1) gıbt also 


n’ nı 
On 71 48584 ° 
A 6,642 (1,4 °/,), 4A,= 6570 (0.4). A 59.78 (=02°,) A, I06.28. A, = 166.06. 
1 0 2 } J 0 1 5 


Da in diesem Beispiel die ersten drei Eigenwerte größenordnungsmäßig richtig herauskommen. 
wird man hier auch zu den höheren Eigenwerten etwas Vertrauen haben dürfen. Man darf 
aber daraus nicht allgemein auf die Güte der asymptotischen Formeln schließen. 
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\nwendung von 31 (Dunkerleysche Formel). Das Problem wird aufgeteilt in 


D 1.0 0, 9060) pl Od mit Pk) | 
und 

/ a D. 7 —(60) / (1) 0 mt P> | r’) 2 
Das erste Problem hat als kleinsten Eizenwert 4," r’. Zur Bestimmune des kleinsten Eigeen- 
wertes des zweiten Problems eienet sich hier der Potenzreihenansatz « Yu, x" vorzüelich. 


/ 


\lan erhält 
/ ri rk Ay / p' 


34 3:4-.6-4 »:4:6:4:9-10 


Dann ist pl 0 «die transzendente Gleichung für die Eigenwerte Z, die sich mit Hilfe einer 
hechenmaschine sehr bequem mit hoher Genauigkeit lösen läßt. (Hier nicht etwa durch Ab- 
brechen nach dem »-ten Gliede, sondern durch Berechnung der Werte der Potenzreihe für ver- 
schiedene Werte von / und Anwendung der rezula falsı.) Man findet 7, 1S,95627 (nur Ab- 


1 


rundungsfehler, kein Verfahrenfehler!). 
Die Dunkerleysche Formel (31.1) gibt dann 
A, 6.4905 —09%,). 


Im allgemeinen wird man jedoch die Dunkerlevysche Formel nur anwenden, wenn man die 


Kırenwerte 7.’ kennt und nıeht erst berechnen muß. 


Anwendune von 32 (kleinstes mittleres Fehlerquadrat). Die Funktion M' Br 2”) er- 
eibt bei Einsetzen ın (324) den Wert 


— 


105 — 
6.5625 — — — 
—16 
Dieser zünstiee Wert erscheint hier als „Zufallstreffer*. da bei dem gehaueren Ansatz 
1° RR, r)—ıt,(r r®) die Forderung 
(iv — | y )‘ d.r 
F |] \ın 
y yn°” d My 
die Werte a, =02, 4 6,62 (1°,) ergibt; die Hinzunahme des Gliedes a, (#= — .*) hat zwar 


dıe Näherunesfunktion ı". aber nicht den Näherungeswert A verbessert. 


(tl, 4 


Anwendung von 33 (Potenzreihenansatz). Es wird der Ansatz gemacht: f=) F 


— 


Die Randbedingung F(0 VO ergibt a, ©. Einsetzen der Potenzreihe für f in die Differential- 


_ 
y’ 


eleichune und Vereleieh der Koeffizienten von .r” ° liefert die Rekursionsformel 


/ la, d, J. a er 
(l für r’ .), J 
vi» 1) 


Setzt man die bei f willkürliche multiplikative Konstante durch a, 1 fest, so ergibt sich 
/ / 7° 1° 1" 
6 12’ | sy 5304 5040 


Die zweite Randbedingung fil) liefert dann die transzendente Gleichung für die Eigenwerte 


(vgl. |F. 2] S. 390 
i 


| — | 2 (7 32 j3 [97° 1151 4° 
ıl) hs IT) 1512 143-9720 2520 - 2471040 
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Abbrechen beim Gliede mit /" gibt eine algebraische Gleichung für Näheruneswerte für 
den o-ten Eireenwert. Man erhält 


n 2: Wurzeln A,” und 4,” sind komplex, 


n—3: 4,9 =6,2%9 (— 4°"), A," und A,” komplex, 
n—4: 4A,” =6,57%6 (0, 490), 4,” = 16,6 (- 37h). A,® und A,” komplex. 
Von den Koeffizienten k, der Potenzreihe wurden %A,, %,,.... k, berechnet, dann auf 
logarithmischem Papier die Quotienten . als Funktionen von » für v = 1,...,6 aufgezeichnet 
und durch graphische Extrapolation für einige weitere Werte vr =7,... ermittelt. Dann 


wurde f(2) für mehrere Werte von / nach der Reihe berechnet und dureh Interpolation als 
erste Nullstelle der Wert gefunden 4 6,51840. 
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“ MITTEILUNGEN 
KLEINE \ ILUNGE 
über besondere Seilkurven. und für den Sonderfall » 0). also P konst 
Die Gleiehunzen für die Gleiehzewichtskurve Ä 
eines bieesamen. undehnbaren Fadens von sehı 
kleine r Quersehnittsedimension, ck SSEeNn leilehen der , 
Kinwirkung beliebirer Kräfte unterliegen, wurden | eos? (g ( 


Von M ArCc0ol0ng0 mit Hilfe des 
] 
l 


virtuellen Verschiebungen abe: 


Prinzips deı 
Im folgenden 


eltet. 


soll der besondere Fall näher untersucht werden. 
in dem die belastenden Kräfte Zentralkräfte 
sind. 

In Bild 1 sei P(r) die auf die Längzeneinheit des 
Fadens bezogene Zentralkraft, 5 die Spannung 





Punkte des 
koor:ilinaten. wobe! der Pol mit 


im betrachteten ladens. r7,gq Polar 
dem Anziehunges 
Das (leichrewicht 


beiden 4 


zusammenfallen soll. 
am Teilehen «ds liefert die 


zentrum 


:Jeıchuneen 


{IS Par :; | 

Ska (J P/rdyg : 

wobei 9 der Winkel zwischen Radiusvektor und 

Tangente ist. Mit Hilfe der Beziehung te © E 

/ 

der Strich bedeutet die Ableitung nach g) erhält 
man aus diesen beiden Gleichungen 

Srsin O Sr ’ 3). 


Das Moment der Spannkraft um das Anziehungs- 
zentrum ist also konstant. Aus Gl. (1) ereibt sich 
mit P k] 
N /, / / dı ( 
und damit aus Gl. (3) mit Beachtune von 
. r 
sın (9 
Vr®+r' 
] ( ’ 
fi er L, | ] 
“ 4 
Mit den Abkürzungen 
/; 6 
dt, ) ) 
( ( 
lautet also die Gleichune der Seilkurve 
dı 
y+6,=\  . (6). 
\rYr:(aifir)dr +9: — 1 
Für die Zentralkraft eelte P k/a irn, 


worin n eine beliebige positive oder negative Zahl 
bedeute, Nimmt man die Fälle » I und » > 
aus. dann läßt sieh die G1. (6) unter der Annahme 5 = 
Weise Man erhält 


in elementarer inteerieren. 


ntzeos(n— : (q + 4 — iM 


1 R. Mareolongo: 
=. 255: B- 


heoretische Mechanik, Bd. I 
G. Teubner, Leipzig und Berlin 1911. 


das ist die Gleichung einer gleiehseitigen Hyperbel. 


Mit Festlegung der Seilendpunkte, der Länge / 
des Fadens. des Anziehungeszentrums und bei Zu- 
sımmenfallen des letzteren mit dem Pole sind abeı 
und 3 (bzw. C und Ü, 
Wahl deı 


die obiere Annahme 3 () 


die Konstanten «a eindeutig 
bestimmt. Kine willkürliche 
(L odeı J 3* 3 


zur | ol 


(‚robe von 

hat dann 
‚dab zwischen den genannten Bestimmungs- 
Zusammenhanz besteht. daß also bei 
spielsweise bei gegebener Fadenlänge und bei fest- 
veleeten Seilenden die Laze des Anziehungeszentrums 
bestimmt ist. 


Im Falle 7? 


stücken ein 


I 


/ 


erhält man 


dı 


! 


yo alnı T 9* | 


auch bei Annahnıe 


l,ösune finden. 


für «dieses Intereral] konnte ich 


) u keine veschlossene 


Der Fall 7? 


erlaubt dagégen 





eine exaktı 
/ 
Réchnung. Es erzeeben sieh aus den G]. (4) und (6) 
/ 
N { f 
| 
/ / N) 
N Bol 
— — say worin (/ | 42 ] 
— ( 7 : 
——7 r und r, die Entfer 
— nun®e «des tiefsten 
Punktes der Seil 
kurve vom Anzie- 
y 
— hungszentrum he 
deutet (Bild 2). 
/ \us 
j rdg 
4 d: : 
sın (9 
folet 
&X J 
t | zınag 
} - ( 
dl [7 9 DI 4 7 
Ö ' und bei Beachtung der 
I» 5 
id lb =15,h—=%). kandbedingungen: 
97 fs x ()* y Y,, \ !l: 
a I Zinag 
/ Es 9 
dl ( v1 d / 


Die Bedeutung der Zeichen r,. ergibt sich aus 
Bild 2. 

Der Vorreanze der Bestimmung der Konstanten 
r..a.B aus den gerebenen Größen 5b, Ah und / (Bild 2 
eestaltet sich wie folet. Aus den beiden Gleichungen 


l A IN 194 hi oO J 
rechnen sieh rı und g,. Gl. (8) ergibt füı 
I 1.9 4 
(t l 
r. gg na EBENE —10). 








39) 
daraus folet im Verein mit Gl. (9 
zına 

11 
Wird aus dieser Gleichung berechnet. so Ist 
da f und nacl I0) aueh r. bekannt Die Kon 
stante D (bzw. ( nach (5) ist dann auch bestimmt. 
denn aus (3) und (7) ereibt sieh für * 

/ 
{ N { 12 
z 
nel laraus 
| 7 & 
Far —— 13 
beispiel: Ö 15. 4 x), Wählt man I), dann 
erhält man in der anzerebenen Art a i 318. 
1'949: für / 20 werden a uiD1. Fa 1386. 
Die dazueehörieren Seilkurven sind in Bild 2 auf 
vetraren. 
/ , 

ist - Y,, dann Jlautet «die Lösung deı 
(l. (IND: fa O. daher ist a I. Mit diesem Werte 
ereeben sich füı und Z nach den Gl. (8) und (9 

() 
unbestimmte Ausdrücke welche sieh in der üb 
lıchen Weise berechnen /U 

| } > 7 Ya 
| } | Yı 

Die «dazuweehöriee Kurve zeiet Bild 2. wenn wie 
früher 5 15. A 20 vewählt werden. 

\Wırd D.. 141 had die (il. 11) keine 
reelle Lösun®: es wird hier @ imaeınär und somit 
(L | Setzt man d id, worm d | | A”. 
dann reehnet sieh @ aus «der Gleiehune 

sin ag, 
Ir, m 


und die Kurveneleichun® lautet in «diesem Falle 


| (! 


0 
GOS Ki 
/ 


A bstoßende 
kann 


(lement 


Wirken auf «die Fadenteileheı 
Kräfte, dann wird « 0), Der Betrag von a 
eröber oder kleiner als Eins sein und 
sprechend ereebe ll sieh dıe (Gleichungen: 


a — 1 


(L 6 DI dl 4 


betrachtet. 
aufr — 
Dieser Fall ent 


"all a l 
réduziert sieh dann 
also ein 


Schließlich se] noch (der 
Der Ausdruck (8 


Die Seilkurve ist Kreis, 


sprieht nun dem XNullsetzen der Konstanten €, 
in Gl. (7). denn nach Gl]. (13) wird mit «a | 
Pd und damit auch nach (9) €, 0. Interriert 
man die Gl. (6) unter der Annahme —0 (U, UV 
| " 
und mit / so ereibt sieh 
{ 
3 € 

Da aber €, 0 zufolee der Gl. (12) zu € / 
führt. folgt «daraus als einziee Lösung 7 *F 


stellte die Aufgabe, jenes Zentral— 


Mar: VIONKLO 
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kraftzesetz zu finden. für das die zuzehörize Seil 


kurve eine logarithmische Spirale ist. Als Lösung 
ergab sich, da? r,emYy gesetzt wurde, 
p fi | 1 IH” 
pr 


\us obirem zeht hervor. daß die Zahl »» nur den 
Wert Null haben kann: dies ist auch unmittelbar 
einzusehen, denn die Seilkurve mub jedenfalls eine 
symmetrische Kurve sein. 

470 


(1raz. Hans Eereer. 


Das schlenkernde Seil. Gegeben sei ein 
eleichmäßie mit Maße vollkommen 
sames Seil: das eine Ende sei fest. das andere frei. 
\uf «die Seilobertläche sollen stetie verteilte Kräfte 
wirken, die stets senkreeht zur Richtung 
stehen. aber im übrigen zeitlich und örtlich beliebig 
verteilt können. 


belegtes bieg- 


des Seils 


selM 





Bild 1. 


Bezeichnungen: 
» Geschwindigkeit eines Seilpunktes 
S Seilspannung 

S., Deilspannung am Befestigungspunk 

freien 


lL,änzeneinheit 


", Geschwindiekeit des Seilendes 


m Mabe des Seils je konstant 


\lan denkt sieh das Seil ersetzt «lureh eine Kette 
mit kurzen starren Gliedern und greift ein zwischen 
den Punkten 1 und 2 liegendes Glied von der 
länge J/! heraus. Für dieses betrachtet man die 
in die Riehtung des Gliedes fallenden Konmponente 
der Kräfte und der Beschleunieune. Die Kom 
ponenten der Seilspannungen (bezw. Gelenkkräft« 
Ss, und S, sind merklich gleich den Beträgen 5, 
und 85». Da die auf die Obertläche Gliedes 
wirkenden äußeren Kräfte voraussetzungeszemähb 
senkrecht zur Richtung (liedes stehen. ist 
IS—=S, 58, «die gesamte Kraftkomponente in der 
Richtung des Gliedes, die ihrerseits eleich der Maße 
des mal der in die 
Richtung des Gliedes fallenden 
Komponente der Beschleunigung 
seines Schwerpunktes sein mub. 
Diese Beschleunizungskonpo 
nente ist eleieh der in die Rich 
tung des Gliedes fallenden Kom 
ponente der Beschleunigung des 
Punktes labzürlich 
der Zentrifugal - 
beschleunigung des 
Schwerpunktes (des 
(Gliedes relativ zum 
Punkte I. Wenn — 
der Betrae der 
Winkeleeschwin 
diekeit 


(les 


des 


(Gliedes 









U, 


zZ 


des Gliedes 








| 
IS li - 8 —2 
ist. hat man somit vr; y 
mit den aus Bild 2? r 
ersicht- h 
lichen h 
Bezeich- 
nungen zZ A3712 Bild >. 
| dl lt, \ 
13 HH / B von (£ + I 008 ) 
lt (lt 
dv N 7 z 
COS Y ()” 
lt 2 
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Statt dessen kann man auch sehreiben: 


4— 
COS” 4 


\\ obei 


/ 1 S1 ‚14 ) | 
Nun ist 
r F 
4— In 
ı{ f 
14 
I/sın 3 | 
q 97* 
d 
17 
4 £t SIND 
dt 
Durch Einsetzen in Gl. (2) erhält maı 
| rt \ Ur Ur + 5 BIETE / 
{ I /? 
/ 'yı / 
> 
Wenn mall noch herücksichtiet. dab 
/ / 2) / / / 


ist. erhält man nach kurzer Rechnune 


Buchbesprechungen 32] 


Damit folet aus Gl. 


lt * | (EI 4 


m N J COS ! 3 


lt 2 — 


Man bildet nun die zeitlichen Mittelwerte. Dabei 
wird anzeenommen. dab eine statistisch-zleiehmäßiee 
Béweégung vorlieet. so daß sieh bei Erstreekune deı 
Mittelbildunz über eine genügend lange Zeit gut 


definierte Mittelwerte ereeben. Die Mittelwerte 

der drei ersten Glieder auf der rechten Seite deı 

Gleiehunz werden null. denn ”x,-cosa schwankt 

für Bbewereunezen der hier aneenommenen Art 
ed] 

vischen endlichen Grenzen und , "COS a) Ist 


(TI 
deswegen im Durehschnitt ebenso stark positiv wie 
negativ. Dasselbe gilt für das 2. und 3. Glied deı 
Gleichung, Demeremäß besteht für die zeitlichen 
\littelwerte «ie Beziehune 


1 1 


Da m als konstant anzenommen wurde. folet daraus. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


E. RK. JAENSCH und FRITZ ALTHOFF, Ma 
hematisches Denken und Seelen 
I|orm. Vorfraren der Pädareroeik und 
oölkischen Neuerestaltune des a 


thematischen Unterrichts. (Beihefte zuı 
Zeitschrift für angewandte Psychologie und Cha- 
rakterkunde herausg, v. Otto Klemm und Philipp 
lersch. Beiheft 81, Jugendanthropologie und Neu 
[srmunge des Menschentums. herause, v. E. R. 


Jaensch, Nr. 2.) XII- 160 S. m. 4 Abb. im Text. 


l‚eipzie 1939, Verlage Johann Ambrosius Barth. 
Preis broseh. 9.60 M. 


In (ler ersten der beiden in einem Bändchen ver 
einieten Abhandlungen befaßt sich Jaensch mit den 
pärlagorischen Aufgaben, wie sie sieh ihm als 
Folgen der staatlichen Neugestaltung darstellen. Eı 
erörtert mit Hilfe der Begriffe der von ihm ge 
schaffenen Integrationspsychologie unter Ver 


wendung einer Reihe von Beispielen die ver 
schiellenartieen Denkformen der Völker und Rassen 
hei Behandlune wissenschaftlieher. namentlich 


mathematischer Probleme. wobei er insbesondere 
das arteieene Denken des ..deutschen“ Mathema- 
tikers festzulegen und gegen andere Typen, vor 
allem (den „jüdischen“ und den „französischen“ 
Denktyp abzugrenzen unternimmt. Den allgemeinen 


\usführungen folet noch eine Auseinandersetzung 


mit den didaktischen Vorschlägen von Petermann 
und Hagge. Während Jaensch seine Beispiele aus 
den Reihen der bedeutendsten wissenschaftlich pro- 
duktiven Mathematiker wählt, wendet Althoff in 
seinem Beitrag („Mathematisches Denken und Seelen 
form‘) die Methoden der Jaenschschen Psychologie 
auf «die Untersuehune der mathematischen Be 


IH 1 J 11 
daß 8 - v? für alle Stellen des Seils’denselben 
Wert hat. Da für das freie Seilende 5 0 ıst. eı 
oıbt sieh 

It /Ht 
> n l 
) -) ( 
\m Befest Irungspunk Ist 0), so dab folet: 
tt 
vpr 7 ®, 
\lünchen. D). Thoma 971 
oeabuneen jurendlieher Versuchspersonen höhere 


Schüler und Studenten) an. Es eelinet ihm, an 
ihnen die einzelnen Typen der Integrationspsycho 
loeje nachzuweisen. Man kann seine Arbeit als eine 
\orstudie zu künftiren  didaktisch-methodischen 
Intersuchunzeen bezeiehnen. «denn «ort. wo seine 
\rbeit endet, berinnt die Arbeit des Praktikers, 


A Il. des l,ehrers der höheren Schule wie nament- 


eh auch worauf .JJaenseh eanz besonders hin 
weist des Hochschullehrers. Jeder l,ehre: er 


muß natürkch mit den Gedankeneängen der Inte 
orationspsvchologie vertraut sein) wird „sein Auren- 
merk auf die hier herausgesteilten Gruppen richten 
und. wenn er selbst ein ausgeprägter Typus ist, 
von dem Vorhandensein der andern Typen Kenntnis 
haben und ihnen Rechnung tragen müssen“, 

Das Buch ist „dem Andenken an Felix Klein als 
deutschem rzieher und frühem Vorkämpfer 
(leutscheearteter Wissenschaft“ FEW idmet. dessen 
Reformgedanken ja schon seit dem Jahrhundert— 
anfane dem mathematischen Unterricht an der höhe- 
en Schule eine andere Richtung «aben. bis sie 
in der Riehertschen Schulreform von 1925 in weitem 
Umfanze verwirklieht wurden. 

Berlin. KR. Mosch. 980 


DD. HILBERT und P. BERNAYS, Grund 
Ilaeen deı Mathematik. 11. Bd. Grund— 
lehren der mathematischen Wissenschaften in 
Finzéldarstellungen. Bd. L). XI —198 8. Berlin 


1939. Veérlag Julius Springer. Preis geb. 43. 80 M. 
Die hier behandelten Probleme lieeen den An 
enluneen (deı Mathematik sell lerne: abeı sie 


eehen lenjenizen an. (der All Ie] Beerün lııne ler 





322 B ıchbke sprechungen Bd. 19 


In t. B einer Erläuterung der wesent välınenswert sein: es spielt auch bei den viel 
n erigck+ | le es 8 ind Jahre sis inziehenden Erörterungen über die Eı 

( S e] 3 rin— es Um TaRaT ax IN Ile Polvte: Ist en Ins tııts ) ra 

kı {uf die Besprechung des 1. Bandes riser Muster eine große Rolle. (Vel. über die B 
ul] 14 1934 IIeSe] /i = rılt —B In.) ve] ru ınesfi FEN ind ien Plan f II’ Po VI — 11186 e]l 

7 Die | ft (‚rundlarenfors L Instituts die auf Ministerialakten beruhende Darste] 


ren, nämlich der von Hilbert begründeten „Beweis Ss. 167. Zu erwähnen wäre auch das Gaußbild in 
tie ( | { e7] It lerzell el Sranıe ert K ensaal les I Itsenen Mus Its mil len SCI10ON | 
spr len Absı | Im Mittelpunkt stehen lie von brencdelverfaßten Worten: .Sein Geist drane 
iedenen Ansät li von Hilbert gefo— n «die tiefsten Geheimnisse der Zahl des Raumes 
J Widerspru eltsbeweis, der bisher fü ınd der Na “r maß den Lauf der Gestirn ljs 
| Z.ahlent 1 1 \leebı lurcheeführt ist. fü (Gestalt und die Kraft der Erde, die Entwieklune d 
J \nalvsıs jedo oc] LIISSTe J Bésond IS eli mathematischen Wissenschaften eINEs kommend | 


l 
X nl werde Ile von Gödel auferewiesenen ernnd Jahrhunderts true er in sieh. 
säitzlichen >Scehwieriekeiten «der Durcehführun®e von Frankfurt a. M. W. LhLorey. 92 
Widerspru sfreiheitsbeweisen ınd die Ansätze ul 
Überwindun®e behandelt, Das Werk ist sehr Dr.-Ine. GUSTAV FLÜGEL, Prof. a. d. Techn. 
a1ısfjı reschrieben. satyt ıhar ern rAWISSI Hochschule Danzie. Bereehnune von Strah 
enntnis der Problemlage voraus. apparaten. (VDI-Forschungsheft 395. Beilage zu 
(‚ittın en. . (1, (krent7zı+ n. 968 4 Orschune auf lem (sel jet IPs Inzenieurw« BeEnE. 
\usgabe B, Bd. 10. März/April 1939.) 21 8. m. 
I) LDVIG BIEBERBACH, Prof. a. d. Univ. 14 Bildern. Berlin 1939. VDI-Verlae 


| } 


J 
J 
se 
— 


wertvolle Arbeit brinet nur Béréchnungs 
] \vh, be] IF 1938. Ni \erlae, Preis eb. | WM. verfahren für St] | lapparate: An einieen Stellen 


8 (i Bbiograp J wizE DI { rıcht werden soll 
Is Au be der Gaubkommission angesehen. wie miı esentlichen eliedert sich (die Arbeit in 3 Bi 
li Vi tzender,. Herr Rice e., 1937 mitgeteilt rechnuneseäng 
| \ n ce ten M erden ı) DD einfai bereits in «den Grundlaren bi 
Ni« ni Br | pegonné Ma kannte Berechnung auf Grund des Energii 
! tU11e1 en Sole Bio rap! en Iorto ınd Impulszesetzes 
8 80 Ist | lırı d ] 148 EINS von Stäck M lieser Bere: ine ISsen SI bereits le 
in erte H (all s Mitglied der Fakultä Verluste in der Treib- und der Fangdüse sowie 
nie erschienen ‘ Itebe sich darüber besonders im Diffusor berücksichtieren. Das Ereebnis ist 
übe \4 iitnis von Gaub zu seinen S e1 lie Abhäneiekeit des Strahlerwirkungserades | 
uf 6 | des no nieht erschopft Brie von dem Verhältnis der treibenden zur ang | 
vecnsel Im Gaubarchiv sehr viel menschlich Inte saurten Flüssiekeit. Außerdem kann man den | 
ssantes sagen Vel, B. meine Arbeit übeı enesten Querschnitt der Fangdüse berechnen. 
l. Wachter,. Archaeon 1935 Dieser Querschnitt ist aber erheblich kleiner als 
| o erfreulicher Ist das an einen weiteren Kreis ler nach praktischen Erfahrungen erforder | 
endende klei Bu Bieberbachs zu liche 
berrüben. in dem „(die ideale Vereinigung wissen D) Erweiterte Berechnung unter Berücksichtigung 
tftlicher und menschlicher Gröbe bei Gaub" (ar der Reibung im engsten Querschnitt (les Strahl 
restellt wird. \n sehr vielen Ste n läbt Verfasse apparates. 
(aub dure) \uszüee aus seinen riefen ı Wort Diese DBereehnune führt zıı eine Unten 
komme “ür eiı le suche wohl ball beschi suchung des Druckverlaufs im Strahler und ge 


lene neue Auflage seien hier einiee den Leserkreis stattet es, den Wirkungsgrad und den engsten 
ler ZAMM. wohl interessierende Ereänzun vors Querschnitt genauer zu |} 





L y uerschni genaueée u berechnen. 
Untersuchung der Schleppwirkung des Treib 
8 112 1) f ll 7 { )IeTe., strahles. 
In \inist s Innern die beruhigend: Diese Berechnung zestattet es. Aussaren 
Versiche 4 t war, daß polizeili nichts über die erforderliche Länge des Strahlers zu 
el wenaen Ssel 1 vn NO er 1824. sondern eewinnen. Der Verfasser bezeichnet den hier 
uf (rund « es Briefes les R tusministers von rechnerisch erfabten Voreane als Strahl 
4. 11. 1824 an Generalleutnant von Müffline. mischunge, obeleich (dem mathematischen An— 
Ehrenmitelied der Akademie. dureh den "dieser er satz weniger die physikalische Anschauung von 
ächtiert wurde, „Gauß eine Stelle an der Akademie einem Mischvorgang als die von zwei selb 
Sekretär anzubieten, zugleieh mit der Verpflich ständiren Strahlen zuerunde liegt. deren ve 
\beebend und leitend für (lie Staatsinstitute. schiellen eroße Geschwindiekeit sich durch 
3 ıs Observatorium, das Polytechniseh Reibungeswirkunge an der Strahloberfläche aus 
81 1 lie öttentlichen Anzeleren n | eleicht 
lerun® «der mathematischen Studien betret \lle Reehnunzen werden erstens für Flüssie 
t aber als Professor an der Universitä keiten, zweitens für Gase und Dämpfe und drittens 
\orlesuneen tät ı sein Müfflin \ für den Fall dureheeführt. daß die treibende und die 
Hinweis auf «den tiefen Stand (les mathema aneesauete Flüssiekeit verschiedene Dichte hat. 


schen >MStudiums in Deutschland. «dem Ministe Interessant ist auch der Versuch, den im Strahlen 
e Berufune von G aub empfohlen: „Mit eintretenden Mischvorgang rechnerisch zu nnter 


T \annı ınn es überleet und aneefaßt sııchen. Die ier erforderlichen Reehnuneen sind 
9 I N) et] \l Il ol IıP]] VII Tee { \ TWICKt I und INMUSSEeNnN SIecnh Tel ler 11001 1! 114°] 
St Ki | Krieesminister ist an entscheidenden Punkten auf Erfahruneskoefti 
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Der Wert der Arbeit lieet darin. dab dem ent 
werfenden Inrenieur tatsächlich Were zu einer ge 
naueren Bereehnune eines Strahlers zezeigt werden. 
Gleiehzeitir werden aber auch die Grenzen der 
Rechenmörlichkeiten gezeigt, die darin bestehen. 
dal; trotz (der zunächst sehr einfachen Ansätze der 
Rechenaufwand verhältnismäßir schnell so umfang 
reich wird. daß er sich für die Praxis nieht mehr 
lohnt. 

\uesbure, E. Sörensen. W77 


Proceedines of the Fifth Inteın 
national Conzress Io Applied Me 
cehanies. held at Harvard University and the 
Massachusetts Institute of Technology, Cambridge. 
Mass. Sept. 12-26, 1938. AAAI+ 745 8 New 
York 1939, Verlae John Wiley & Sons. Ine. Preis 
30 Sh. (zu beziehen durch Messrs. Chapman & Hall. 
London 

Wie die Beriehte über die früheren inte: 
nationalen Kongresse für angewandte Mechanik. 
so evhört auch der vorlierende über den fünften 
Konereß zu «den wertvollsten Veröffentlichungen 
auf dem Gebiet der anrewandten Mechanik. Auber 
den in solehen Berichten üblichen Mitteiluneen 
über Vorbereitungen. Durchführung, Mitgliedeı 
usw. brinet der Band rund 130 meist recht aus 
führliche Vortragsberichte, die in drei Gruppen 
eeordnet sind. Die 47 Vorträge der ersten Gruppe 
beschäftiren sich mit der Mechanik fester Körper. 
Klastizität. Plastizität usw. Eingeleitet wird dieser 
Abschnitt durch drei allgemeine Vorträge, und 
zwar sprach H. Croß über die Beziehung «der 
Statik zum Bauentwurf. J.Peres über die Methode 
der Analorie in der aneewandten Mechanik und 
F, Körber über das Verhalten metallischer Werk 
stolfe im Bereich kleiner Verformungen. Die 
übrieen Vorträee behandeln die verschiedensten 


Fraeen aus dem Gebiet der Stabilitätstheorie,. der 


Theorie eroßer Formänderune, der Schalentheorie. 
der Spannungsoptik usw. Dem zweiten Abschnitt, 
der der Mechanik flüssiger Körper gewidmet ist. 
eehen wieder drei alleemeine Vorträre voran: 
C. H. Chatfield über anzeewandte Mechanik In 
Fiugzeurbau. H. U. Sverdrup über Uzean 
zirkulation und G. I. Tavlor über die neueren 
Fortschritte im Studium der Turbulenz. wo unter 
anderem auch die zuerst von ihm untersuchte iso— 
trope Turbulenz behandelt wird. Ihr sind auch ein 
Tejl der weiteren 62 Vorträce dieses Absehnittes 
eewidmet. Im übrieen werden hier die verschieden 
sten Fraeen behandelt: Statistische Theorie der 
Turbulenz. Theorie der traerenden Fläche. Pro 
rellertheorie, niehtstationäre Strömung, Flügel 
llattern usw. Der letzte Abschnitt endlich enthält 
17 Vorträge über Fragen der Dynamik insbesondere 
über Schwingungen und Eigenwertprobleme. 


Ist es sehon unmöelich. ler auch nur lle ver 
schiedenen Gebiete aufzuzählen. die behandelt wur 


den. so Ist es noch wenirer mörlich. auf die ein 
zelnen Vorträge einzurehen. Jedenfalls gibt der 
reiche Inhalt des Bandes einen Überblick über (den 
gerenwärtigen Stand der Forschung auf «diesem 
Gebiet. insbesondere findet man Beiträge zu 
Lösune der Probleme. die aueenblieklich in Vor 
dergerund des Interesses stehen, 

Dresden. Willers. 99 


R. J. BYLUND, Schwingungen bei glat 


ten Stäben und Wellen (mneeniörsvetens 
kapsakademiens Handlingar, Nr. 148. 1938). 196 S. 
Stoekholm 1938. Generalstabens Litoerafiska An 


staltsförlae. Preis 12 Kr. 
Da der Verfasser der Ansicht ist. daß der Em 


flußb der Schubkräfte auf Eigenfrequenz und kri 


tische (veschwin liekeiten insbesondere bei KUrTZEenN 
oelatten Stäben nieht eenürend beachtet wird. führt 
er die Bereehnunze dieser Größen für verschiedene 


Buchbespre 


chuneen 323 


Randbedineuneen unter Benutzun®e des Ansatzes 
von Timoschenko in üblieher Weise dureh. Selhst 
verständlich können, wie später gezeirt wird, Glei 


ehuneen und Randbedineunsen auch leieht mittels 


des Hamiltonschen Prinzipes gewonnen werden, Für 
die Dequen e Rechnung benutzt Verf. Niiherunes 


1 


formén. lie er mittels des kavleishschen Ver- 
fahrens eewinnt und die. wie ein Vereleich mit der 
exakten Lösung zeiet, reeht eenau sind. Im zwei 
ten Teil werden dann (die kritischen Drehzahlen um 
laufender Wellen ohne und mit Berücksichtieune 
der Schubwirkune untersucht und die beiden Re 


sonanzkurven nebeneinander gestéllt. Kın Ve 
eleieh mit Messuneen von Weibul]l zeiet. daß 
diese durch die Formeln des Verfassers besser 


wiedlrreeeeben werden als dureh die üblichen. 


Dresiden. Willen 8. —981 


Dr. Ing. habil. WALTER SCHMIDT \VDl. Techn. 
Hochsch. Dresden. Unmittelbare Reeelune 
‚rundlaren und Anwendune auf die 
kerelune von Drehzahl. Temperatur. 
Druck und Menee. X] 114 S. m. 50 Abb. 
Berlin 1939. VDI Verlae. G.m.b.H. Preis hrosch. 
12 M. 

Nachdem die Reglerfrage lange Zeit im tech 
Isel hrifttum vernachlässiet worden war, ist 
in der letzten Zeit auch für sie eine Wijederbelebune 
„u verspüren. Sie erscheint jetzt meist im Zu 


sımmenhanee mit den alleemeineren Fraeen (der 


NISC hen 80 


„automatischen Kontrolle‘. die nieht 111] I lıe 
Rerelun® «der Kraftmaschinen. sondern für viele 
andere Zweiee der neuzeitlichen  Teehnil von 
eroßer Bedeutune ist Das vorlieeende Buch ist 
auch ein Zeichen für dieses neu erwachte Interesse, 
Der Verf. stellt sieh die Aufeabe. diese Fraren auf 
(‚rund der Anschauune zu behandeln und be 
trachtet es als Ziel. dureh sein« letholen eine 
seits über die Brauchbarkeit einer Reeleranlaee zu 
ntscheiden. anıdrerseits len Gesamtverlauf les 


Rerelvorzanzes zu verfoleen. Im Sinne der obiren 


) 1 1 141 4 4 2 . 
Bemerkuneen sol ddıe vreWAlnTte Be rachtungswelse 
eine allgeméine Gültiekeit für die Réegelung b 

iebieer Zustandserößen besitzen. Ferner sueht deı 


Verf. in der Manniefaltiekeit der verwendeten Be 


zeiehnungeen und Begriffe dadureh Ordnune zu 
schaffen. daß er für viele neue Bezeiehnunzen 
und Beeriffe einführt. die gewissermaßen als 
Oberbeeriffe lienen sollen. 80 anerkennenswert 
dieses Streben ist und so vorteilhaft manch ler 


voreeschlaeenen \nderuneen sein mogzen, SO muß 


Es loch zweifelhaft scheinen. ob dieses bi innen 

dureh einen Einzelnen \nssiceht auf Erfolg 
haben kann. Kiniee Beispiele seien genannt: 
(‚rundschwankunge statt! Uneleiehförmiekeitserad. 


Rickstellfähiekeit statt Stabilität. Verstärker statt 





Hilfsmotor. Fühlkraft als Veralleemeimerunge dei 
(‘-Kraft der Fliehkraftrerler und derel. \ls be 
denklieh muß aber die Einführune von „Schwing 
schnelle“ für die Frequenz oder Eizenfrequenz des 


1 


Rerlers angesehen werden, und es kann nieht un 
wick SpPro« hen bleiben. daß hier eine „Frequenz als 
„Schnelle“ bezeichnet und der in der Schwingungs 
lehre eingebürgerte Begriff der Frequenz vermieden 
wird. Die Gliederung des Stoffes sei durch einige 


Stichworte angereben: I. Grundlaren. Rerelune im 


> 
x 
Beharruneszustand und bei Störune des Beharrunes 


sustandes. Bemessune von Reeerlanlaren. Forde 
runeen an den Reelerbau: II. Anwendunzen: III. 
Rechnerische Behandlung les Reo \voreanees, 
Hervorzuheben ist die Darstellune (des Rerelvor 
eanzees in lehrreiehen Schaubildern. die in ähn 
licher Reichhaltiekeit kaum anderswo zu finden 
ein dürften. und die fortzesetzte Bezurenahme zu 
praktischen Fraren lie « Buche sonderen 
Wert verk I 
Karlsruhe | Pöschl. 990 





)x) — Z. aneew. Math. Mech. 
) ehrieh } 
4 Nachrichten Bd. 19 Nr. Okt. 1939 


— 


RGMANN, a. 0. Prof. für gralé,. VIIIA 149 8. m. 15 Abb. Leipzig 1939, 
Breslau. Di Drası all K. F. Koehler Verlae. Preis geb. 7.50 M. 


\ \ \ \ ‘ I] I I] | \V m m % l I Pan 1 - 4 I» 1 . . 
J \ Id:ıs Buch I» 11 ,ınluhrune In di ar sonderen 


BE 


Ä N Rp a . A Methoden, klassischen Funktionen und Interral 
\DI-\Verlae 6 b.H. Preis | . darstellungen, die man dei Kragestellung der 

— —— NUN, Diiienrenzengl chungen verdankt. Zuerunde 
ert wird die vollständiee lineare Differenzen 
I)axs owi ( nteresse,. wel 8 t IItra ori ıehune, Von ıhı auseeh: nd behandelt Verf. lie 
Kreise efund ıt. einfachperiodischen Funktionen (insbesondere Ex 
lahı lie erste Auflaee des porn (ılunktion. Logarithmus und Winkelfunk 
te el Neuauflam otıer, \n tionen). «die Bernoullischen Zahlen und Polynome. 
\ufba les B s ts la lie ulerschen Zahlen. die Gaußsehe Y-Funk 


Ents | hen Za | on. d Gammafunktion samt ihrer konformen 

chat et \hbbildune, die unvollständieen Gammafunktionen 

' 2. E ls besonder: Fälle den Eulerschen Inteeral 

690 183 4 Ö ı1us I Kresnelschen Integral: Ina 
x | { \hsehnitt r las (albsehe Fehlerinteeral). Siimtliche Bi 

un. inzt wordé Wenn trachtungen werden im Komplexen angestellt. wo 

.. experimentelle Tatsache lurch eleich größte Alleemeinheit erreieht wird. 

( ' I; Yırstı 1} hj1 let. ! BT Ddarste lune IS sehr klaı und übersichtlich. 

betrachtuneen eineefieot München. J. Lense. 65 

\ ’ vo e] | 1J 

| \lessun® des Ultrasehalles Ferner sind bei der Schriftleitune foleende Bücheı 

| t 50% H. ıı Umfang erweitert eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vor- 
Ultraschalles behandelt, sind. u \LEXANDER NIKLITSCHEK, Im Zaubeı 

Hier im Il vielfachen Unten arten der Mathematik. 250 S. m. 90 

sorn E 7 Mess en 166 Berlin 1039 Verlao Scherl. Preis web. 

’ mdD ersion in Flüssie] 6.50 M 


Dr. OSKAR PERRON, o. ö. Prof. a. d. Univ. 


* EA = \iiüncehen. Irrationalzahlen (Göschens Lehr 
| 51 IN N ( eben elle 0 III 1a ep] i . 1 ' y 
| | | 1. hiücherei. Bd. 1). 2. durchzeesehene Aufl, VII + 


99 S, Berlin 1939. Verlae Walter de Gruvter & Co. 
b. 9.80 M. 


Preis oe 


| el is | las (dreifache an Un WERNER UHINK, Zeit und Zeitmessen 
i i Hi "En auptsächliel Deutsches Museum, Abhandlung 


| | neen und Berichte, 

tererehs el "st ıneen über ılie VerwenJune I1. Jahre.. Heft 1). 32 8. m. 13 Abb. Berlin 1939. 
les | ıschalles zu "ernsehempfane und in den VDI-Verlae G.m.b.H. Preis brosch. 0.90 M. 

ae a zen — Dr. ARNOLD SCHOLZ, Dozent a. d. Univ. Kiel, 

er SUSENORER La * .ınführune ın lie Z/ahlentheorle 

Nirkunge lie kKoagulierende und Sammlunge Göschen, Bd. 1131). 136 S. Berlin 1989, 


1 


—— | UNG PNYSIKO Verla@ Walter de Gruvter & Co. Preis geb. 1.62 M. 


1, ——— — * J Prof. Dr. AUGUST THUM VDI. Darmstadt. und 


I | rıiunrfen 
| \amen ind Sachverzeiehnis 6 Dr. Ing. HÄANS-RUDOLF JACOBIL Troisdorf. Me 
hekanntı wertvoller Weise (diese voı chanische Festiekeit von Phenol] 


Darstellun es Ultraschalles. Dem Veı "ormaldehvyd-Kunststoffen. Mitteilung 
ler Materialprüfungsanstalt an ler Teehnischen 


N 98 lab { St 
vo terzoeen hat. Man kann Hochschule zu Darmstadt (VDI-Forsehungsheft 396, 
"ra los | sehalles ireendm beilaee zu .„Forsehune auf dem Gebiete des In 
{ f f, St | ses anf len Iiesten L Nie ITWEeSPNS"., \usenabe B. B J —10. Maı Junı 1939 i 
* \Wisser ebrachten liches anl las 38 m. 196 Bild. I A u Zahlentafeln. Berlin 1159. 
Er wird viel ] de VDI-Verla®e G.m.b.H. Preis broseh. 5 M. 
\ r | — * 
\RVO YLINEN, Die Knickfestiekeit 
| | 67 Ines entrisch zeedrückten veraden 
Stabes ım elastischen und unelasti 
Dı PAULI KUGEN BÖHMER, o. Prof. a. d. schen Bereich. 131 Ss. m. 53 Abb. Helsinki 
Hochschul: Dresden. Differenzen I938, Akademische Buchhandlung. Preis 70. Finn 
11 N und hestimmteae Int« mark. 
Y Y y r J J Y 
NACHRICHTEN 
* 4 4 4 44 
Persönliches. Berichtigung. 
u o. Prol ler Theoretische ’hyvsik a. d. as math. Institut a. d. Technischen Hochschule 


Dr. W. Heise berg, wurde München weist darauf hin. dab Herr Prof. Dr. 


ler in einer Buchbesprechung in dieser Zeit 


( BEN A Sl I I ( { en .n n ‘ 
| 1 schrift Pd. 18 (1938) 8. 146 und Bd. 19 (1939 
er D \] th, ' ) | NIVers] t Ind a { a — 
I) ( ' Par] S, 59 irrtümlich als o. Prof. a. d. T. H. München be 
13 81 (le rt’) N N) lt { *8* 4 
Hochs: Wi Dr: &. 81 becker, wurd eichne wurde, Herr rof, Dineler war 0, J f. u, 
l’ro \ ser Hoc! I. T. H. Darmstadt und Direktor des Pädagogischen 


| rantwort | Professor Dr. Fr. A.Willers, Dresden-A.?20, Dorotheenstr. 12. Printed in Germanı 
V\DI-Verlae G.m. H.. Berlin NW 7. Druck von A. W. Ziekfeldt, Osterwieck am Harz. 
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Erltklaffiger Wiffenfchaftler 


mit gründlichen Kenntnissen in Mathematik, Mechanik und allgemeiner Physik für die 


Leitung 


eines größeren Spezialinftitutes 
in Mitteldeutfchland 


gesucht. Der Bewerber muß selbständig wissenschaftlich gearbeitet haben und über 
langjährige Erfahrungen im Betrieb wissenschaftlicher Institute (an Hochschulen oder 
in der Industrie) verfügen; er muß bereit und in der Lage sein, sich in ein ihm zu- 
nächst vielleicht fremdes, aber sehr interessantes und wichtiges Fragengebiet mit stark 
praktischem Einschlag möglichst schnell einzuarbeiten. Organisatorische Fähigkeiten 
und Kenntnisse in Chemie sind sehr erwünscht. 


Bewerbungen mit Bild, Lebenslauf, Liste der bisherigen Veröffentlichungen und 
anderen Unterlagen unter U. 218 an den Verlag dieser Zeitschrift. 


(Zamm 90) 
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